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Remarque au sujet du théorème d'Euclide sur l'infinité 
du nombre des nombres premiers. 

Par M. Joseph PeeotT à Gra-Thumiac (Morbihan). 



(Suite.) 
11. 

Soit u un nombre non supérieur à 0, nous désignerons le groupe formé par 
l'ensemble des solutions de l'égalité 

x>" = 1 (gr. B.) 

sous le nom de sous-groupe 'principal de rang u de H„ . Il est clair que ce sous- 
groupe est identique à H tt . Les groupes 

■"1 ) -"2 , . • . . -CZfl 

porteront le nom de sous-groupes caractéristiques de J3 fl . Quant aux nombres 

m 1} rn s , . . . . m e 

nous les désignerons sous le nom de nombres caractéristiques de S„. 

Nous avons vu qu'il est toujours possible de trouver un système de m l 
éléments a , a „ a 

tels que l'expression 

opop a£. (où œ A = 0, 1, 2 » ft — 1) 

soit susceptible de représenter tous les éléments du groupe B e et chacun une seule 
fois. Un tel système d'éléments 

a i> <h> • • • * fl mi 

portera le nom de système de bases du groupe H« et chaque élément tel que a*. 
sera dit une des bases du système. Le nombre des bases d'un tel système est 
d'ailleurs constant et égal à m 1 . En vertu de cette propriété nous dirons que le 
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groupe B e est <m x -base ou h m x bases. Si m 1 > 1 , on dira que le groupe B e est 
potybase par opposition au cas où m x = 1 et dans quel cas le groupe H e est dit 
monobase. On voit donc que tout groupe U e qui n'est pas monobase est polybase. 
Nous avons montré encore que, d'une manière générale, si l'expression telle que 

°1 1 u î : - - - • O n 1 

où J l7 Jg b n désignent des éléments du groupe S e , est susceptible de repré- 
senter tous les éléments du groupe Ha, on aura 

n}>m 1 . 

Kanger les sous-groupes monobases d'ordre s du groupe 3„ en classes suivant 
leurs portées respectives en les faisant émaner du groupe-unité, puis en faire 
émaner les sous-groupes monobases d'ordre s 2 rangés suivant leurs portées respec- 
tives, etc. (comme nous l'avons fait au §8), sera dit ranger (to array, aufstellen) 
le dit groupe H<,. 

Soit A un sous-groupe de Ha et u son rang par rapport au nombre premier 
s, le groupe sera identique "au groupe formé par l'ensemble des solutions de 
l'égalité œ *» =1 (gr< ^ 

et par suite tout à fait analogue au groupe H« . 

D'une manière générale, soit <E> un groupe eulérien, t un nombre premier et 
w un nombre entier quelconques, le groupe B formé par l'ensemble des solu- 
tions de l'égalité X e " = 1 (gr. <£>) 

sera tout à fait analogue au groupe H«. En effet, soit ^ le rang du groupe <E> par 
rapport au nombre premier t. Si ^ = 0, le groupe B est identique au groupe- 
unité. Si w>: 4 le groupe B est identique à l'ensemble des solutions de l'égalité 

x f = 1 (gr. <E>) . 

Enfin, si w < 4 1 le groupe B est identique à l'ensemble des solutions de l'égalité 

x* = 1 (gr. B). 

Donc dans tous les cas le groupe B est analogue au groupe U», si l'on convient 
de considérer le groupe-unité comme appartenant à la catégorie des groupes Ha • 
On aura alors toujours 

Ho = 1 (gr. IX) . 
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12. 

Passons maintenant à la résolution de l'égalité 

AX=B (gr.H.) 

où A et B désignent deux sous-groupes donnés de B« et X un sous-groupe 
cherché. Nous commencerons d'ailleurs par le cas particulier où 

c. à-d. nous nous occuperons de la résolution de l'égalité 

AX=B e (gr.Eo). 

Si l'on décompose A et X en un produit de groupes simples, l'égalité précédente 
donnera une décomposition de Ho en un produit de groupes simples. La décom- 
position de A ne doit donc contenir aucun groupe simple qui ne puisse figurer 
dans une décomposition de H<>. Cela revient à dire que tout groupe simple M 
d'ordre s, qui est sous-groupe tant de A que de B e doit être de la même portée 
dans ces deux groupes. 

Je me propose de faire voir que la condition précédente qui est nécessaire 

pour que l'égalité AX=H e (gr. B,) 

soit résoluble, est aussi suffisante. 

Soit u le rang du groupe A par rapport au nombre premier s , 

ses groupes caractéristiques et 

n x , n 2 , . . . . n u 

ses nombres caractéristiques. Il est clair que <£,., où h<u, est un sous-groupe 
de H k ; je dis que tout élément de <& k qui ne fait pas partie de ^ k+ * ne peut faire 
partie de H k+ x non plus. 

En effet, si un élément b faisait partie de <£>& et de ff k +i sans faire partie de 
^+i> le groupe B formé par les éléments 

1, b, b\ b 6 - 1 



*Pour k=.u, le groupe *fc-j-i est supposé identique au groupe-unité ; et de même Se+1 est supposé 
identique au groupe-unité. 
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serait de portée s k dans le groupe A et d'une portée non inférieure à s* +1 dans le 
groupe fi„, contrairement à la supposition. L'inverse est aussi vraie, c. à-d. si 
tout élément de <ï> 4 (pour toute valeur de k depuis 1 jusqu'à u) qui ne fait pas 
partie de <& 4+1 ne fait pas partie de Bî t+1 non plus, tout sous-groupe simple 
d'ordre s de A et de fi 9 est de la même portée dans les deux groupes. En effet, 
toute base b d'un tel sous-groupe simple B fera partie de groupes tels que <3>j et 
Ht sans faire partie de <É>j +1 ni de E l+1 ; le groupe B sera donc de la portée s 1 
dans les deux groupes. 

Désignons par A x le sous-groupe principal de rang 1 du groupe A , on aura 

Cela étant ainsi, il y aura trois cas à considérer 

1). u<6; 

2). m = 6, mais <!>«, différent de H e ; 

3). ^ e -E e . 

Dans le premier cas, soit B 8 un groupe monobase d'ordre s" et B* son émet- 
tant d'ordre s, je dis que le groupe B s n'aura de commun" avec le groupe A 1 que 
l'élément-unité. En effet, si les groupes A x et B s avaient en commun un élément 
b différent de l'élément-unité, cet élément b ferait nécessairement partie de H e et 
de <ï> fc par exemple où k<u, sans faire partie de ^ k+1 . Le groupe B s serait 
donc de la portée s k où h < 6 dans A et de la portée s $ dans 3<, contrairement à 
la supposition. 

Je pose donc A' = AB S<) , 

le groupe A' sera de rang 6. Soient 

®l, <#,....<# 

ses groupes caractéristiques, on aura 

<!?L=B° 

pouvu<k<6 et <ï>J = 3vB" 

pour k<u. 

Je dis que tout élément c qui fait partie d'un groupe caractéristique de A' 
tel que <!>£ sans faire partie de <&a + i, fera bien partie de H h , mais non de H k+1 . 
Pour k = 6, on a ^ = <j,/ +i= j 

et pour 6 > k > m <|>£=<ï>£ +1 
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de sorte qu'il suffit de considérer le cas où 7c < u. L'élément c peut s'obtenir par 
la composition d'un élément b du groupe B s avec un élément d du groupe <£>* ne 
faisant pas partie de <!>*.+ 1 et par suite de H k+1 non plus. Comme l'élément b 
fait partie du groupe ff k+1 , il est clair que l'élément c n'en fera pas partie. 

2 me cas. Dans ce cas soit b un élément du groupe H e ne faisant pas partie 
de <$„, le groupe monobase B s auquel b sert de base n'aura de commun avec le 
groupe <3>0 que l'élément-unité. Soit B s un émanant d'ordre s e du groupe B s ; 
je dis d'abord que B* n'aura de commun avec le groupe A x que l'élément-unité. 
En effet, si B' et A x avaient en commun un élément différent de l'élément-unité, 
le groupe B* serait un sous-groupe de J. x . Le groupe B s ferait donc partie d'un 
groupe tel que <& fc où h<C 6 sans faire partie du groupe <£> fc+1 ; il serait donc de 
la portée s* dans le groupe A et de la portée s dans le groupe B 9 contrairement 
â la supposition. Cela étant ainsi, posons 

A' = AB* e 
et soient 3>{, <ï> 2 ', . . . . <E>£ 

les groupes caractéristiques de A'. On aura 

<& = $*£* 

pour toutes les valeurs de h depuis 1 jusqu'à 6. Je dis maintenant que tout 
élément c qui fait partie de <fr' k sans faire partie de <î> k+1 ne peut faire partie de 
H h+1 non plus. En effet, l'élément c peut s'obtenir par la composition d'un 
élément b du groupe B s avec un élément d du groupe <E> fc ne faisant pas partie de 
^k+i- Or l'élément 5 fait partie du groupe H k + 1 tandis que l'élément d n'en 
fait pas partie, l'élément c — bd n'en fait donc pas partie non plus. Le groupe A' 
est donc analogue au groupe A en ce que tout sous-groupe monobase d'ordre s 
des groupes A' et S» est de la même portée dans les deux groupes. 

3 me cas. On a O* = H k 

pour toutes les valeurs de h depuis $ jusqu'à ï, où Z<0. Si 2=1, les groupes 
A et H» sont de même ordre et par suite identiques. -Supposons donc l >■ 1 . 
Soit b un élément du groupe H l _ 1 ne faisant pas partie de ^_i, les éléments 

1, b, b\ v- 1 

formeront un groupe B 8 qui fera partie de H l _ 1 , mais pas de <ï> < _ 1 . Je dis que les 
groupes A x et B s n'ont de commun que l'élément-unité. En effet, si les groupes 
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A l et B* avaient en commun un élément c appartenant à l'exposant s, tout le 
groupe B* ferait partie d'un groupe tel que <3> m où m<C l — 1 sans faire partie de 
®m+i et le groupe B s serait de la portée s m dans le groupe A et de la portée s 1-1 
dans le groupe H», contrairement à la supposition. Soit B' 1 ' 1 un émanant d'ordre 
s 1-1 du groupe B s , je pose 

et je désigne par <É>{, <É>£, . . . . <&' e 

les groupes caractéristiques de A'. On aura évidemment 

pour0>fc^Zet <Ï)£ = <ÏYB S 

pour h<il. Il est clair que tout élément d'un groupe tel que <&' k -i qui ne fait 
pas partie de <£>£, ne peut faire partie de H k non plus tant que & > ?. Si Je = l 
soit c un élément du groupe <Ê>{_ X ne faisant pas partie de <£>£. Cet élément 
s'obtient par la composition d'un élément b du groupe B s avec un élément d du 
groupe <E> fc _i. Si b = 1, c est un élément du groupe <ï» 4 _i ne faisant pas partie 
de <& k et par suite de H k non plus. Si b est différent de 1 , l'élément c ne fait pas 
partie de <&£_! et par suite de ® k = 2J & non plus. Soit maintenant Je <C.l, l'élé- 
ment c s'obtient alors par la composition d'un élément b du groupe B 8 avec un 
élément d du groupe <& k -i ne faisant pas partie de <& A et de 22^ non plus. L'élé- 
ment b fait partie du groupe H k tandis que l'élément d n'en fait pas partie ; il en 
résulte que l'élément c — bd n'en fait pas partie. On voit que toutes les fois 
que A est un groupe différent de H» et tel que tout sous-groupe monobase d'ordre 
s de A et de H fl est de la même portée dans les deux groupes, on peut multiplier 
le dit groupe A par un groupe monobase de manière à obtenir un groupe A' 
jouissant encore de la même propriété que tout sous-groupe monobase d'ordre s 
des groupes A' et B e est de la même portée dans ces deux groupes. Comme cela 
ne peut aller à l'infini, il est clair qu'après une ou plusieurs transformations, on 
finira par obtenir le groupe S«. Le produit de tous les groupes monobases par 
lesquels on aura multiplié A et les groupes transformés, donnera une solution de 
l'égalité AX = U e (gr.H,). 

Un groupe A pour lequel une telle égalité est possible portera le nom de diviseur 
de H». Le produit de A et X donnant Be, chacun des groupes A et X portera 
le nom de facteur complémentaire de l'autre (par rapport au produit Es). 
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Passons maintenant à la détermination du nombre des solutions de l'égalité 

AX=B e (gr.E.). 

Soit v le rang d'une solution X de l'égalité 

AX=B (gr. Ho), 
ex /j j /g j • • • • *# 

ses nombres caractéristiques. Si u est inférieur â 0, je poserai 

% = 0, 

pour m < & < et de même si v < , je poserai 

r k -Q 

pour » < h< 0. Cela étant ainsi, on aura évidemment 

n 1 + r 1 = m 1 , 
fh + r % — m 2> 



n k + r k = m k , 
n e + r g = m e . 



On voit que les nombres 

sont indépendants de la solution ^ qu'on a choisie pour les déterminer et même 
qu'il est facile de les déterminer sans connaître aucune solution de l'égalité 

AX = B e (gr. S,) • 
Je pose en outre me+i = »<>+i = ï"e+i = 0; 

les différences m k — m k+1 , 

% — rc*+i, 

oùO<&<0+l,ne seront jamais négatives. On aura d'ailleurs 
in k — m k+1 — (n k — n k+1 ) + (r k — r k+1 ). 

Désignons par X x le sous-groupe principal de rang 1 d'une solution X, on aura 
évidemment AiXl = B x (gr. H,) . 

Nous dirons qu'une telle solution X x de l'égalité 

A X X X = Hi (gr. U») 
31 
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correspond à la solution X de l'égalité 

AZ=B» (gr. H»). 
On voit qu'à toute solution X de l'égalité 

AX=B 9 (gr.B.) 
correspond une solution bien déterminée de l'égalité 

A2T 1 = fi 1 (gr.B.). 
Nous dirons inversement que la solution X de l'égalité 

AX=B e (gr. Ha) 
correspond à la solution X x de l'égalité 

A X X X = B X (gr. 3„). 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution X de l'égalité 

AX= B e (gr. B») 

correspondant à une solution donnée X x de l'égalité 

^^ = 3! (gr.E,) 

consiste en ce que X x doit être décomposable en un produit de groupes mono- 
bases renfermant r k — r k+x groupes monobases de portée s* pour toute valeur de 
h depuis 1 jusqu'à 6. Une telle solution X x de l'égalité 

A X X X — Bi (gr. Be) 

portera le nom de solution convenable de l'égalité 

A 1 X 1 = B 1 (gr. H e ). 

Une décomposition (Xj) d'une solution convenable X X renfermant s k — s k+1 
groupes de portée s* sera nécessairement convenable par rapport à un certain 
groupe X auquel X x servira de sous-groupe principal de rang 1 ; nous désigne- 
rons une telle décomposition (X x ) d'une solution convenable X x de l'égalité 

AX X = Si (gr. Ha) 

sous le nom de décomposition convenable. 

Cherchons maintenant le nombre de toutes les décompositions convenables 
de toutes les solutions convenables de l'égalité 

A X X X = B X (gr.Ha). 
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Soient (A{) une décomposition convenable de A 1 par rapport au groupe A et (Xy) 
une décomposition convenable d'une solution convenable de l'égalité 

A X X X = Ei (gr. E„) 
on aura évidemment 

(A^XJ = (3 1 ) 

où (Bi) est une décomposition convenable de Sij*par rapport au groupe H». Nous 
voulons exprimer par l'égalité précédente qu'en prenant tous les facteurs de (Aj) 
et tous les facteurs de (Xj) on aura tous les facteurs de (Ei). Si l'on remplace 
(AJ par une autre décomposition [-dj de A x convenable par rapport au groupe 
A , on aura encore r^j ( Xl ) = [EJ 

où [Ei] désigne une décomposition de Ei convenable par rapport au groupe S e . 
La nouvelle égalité doit être d'ailleurs entendue dans le même sens que la précé- 
dente. Ce fait est indiqué par la suppression de la parenthèse (gr. E«). On 
peut donc obtenir toutes les décompositions convenables de toutes les solutions 
convenables de l'égalité 

A 1 X 1 = B 1 (gr.B.) 
par la considération d'une égalité telle que 

(A^XJ = (Ei) 

où (A^ désigne une certaine décomposition convenable de A x par rapport au 
groupe A. Etant donnée une décomposition convenable (A x ) de A x (par rapport 
à A) , pour parfaire une décomposition convenable de Ei (par rapport à E«) , il 
faut ajouter, en général, r k — r k+1 groupes monobases d'ordre s*. Le produit 
explicite des groupes monobases qu'on aura ajoutés donnera une décomposition 
convenable d'une certaine solution convenable X x de l'égalité 

AX X — Ei (gr. E ) 

et il est clair que toutes les décompositions convenables de toutes les solutions 
convenables de l'égalité 

AX, = n x (gr.B,) 

peuvent s'obtenir de cette manière. Il s'ensuit que le nombre de toutes les 
décompositions convenables de toutes les solutions convenables de l'égalité 

AX-l = Ei (gr. Be) 

est égal à s m * — s TC * + r *+ i s m * — s"* + r *+ 1 + 1 s m * § m *- 1 

n' s ~ 1 s ~ * s—\ 

fc=i (n — r k+1 )l 
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où, toutes les fois que r h est égal à r jc+l , il faut remplacer le facteur corre- 
spondant g ™* s % + n + i s ™ h g «» + r„ + ! + 1 s m 4 g m 4 - 1 

S — 1 ' S 1 ~ " ' ' ' S 1 



fa — r fc+1 )! 
par l'unité. Or le nombre des décompositions convenables d'une solution con- 
venable de ^ 1 Z 1 = H 1 (gr.B,) 
est égal à s r * — 1 s'* — s s r * — s**- 1 



1. 3- • • • • — 

s— 1 s — 1 



*=i fa — r ft+1 )! 



où, toutes les fois que ?^ = r i+1 il faut remplacer le facteur correspondant 

S r " 1 S r " — S S r " S r "~ 1 

. __ # . _- . , , . ' - 

s — 1 s — 1 s 1 



fa — ^+l) ! 

par l'unité. Le quotient des deux nombres que nous venons d'obtenir, donnera 
le nombre des solutions convenables de égalité 

A 1 X 1 =Bi (gr.B,). 

Si dans une décomposition convenable (X x ) d'une solution convenable X x de 

ré ë alité A X Z X = B 1 (gr. H.) 

on remplace chaque facteur par un de ses émanants de l'ordre maximum, on 
obtiendra une décomposition d'une solution X de l'égalité 

AX=B, (gr.B.). 

En prenant la décomposition (X^ de X 1 comme point de départ, on peut obtenir 
toutes les décompositions correspondantes de X. Ces décompositions seront au 
nombre de *=» 

H s ^-i + r t-2 + ri -* + !)(»*-»* + 1). 

Or le nombre de toutes les décompositions des solutions de l'égalité 

AX=B e (gr.B,) 
qu'on peut obtenir en prenant (Xj) comme point de départ est égal à 

if g 

JJ s (m h _ l + m t _ 2 + m s -.i, + i ) (r k -r t+1 ) # 

Le nombre des solutions de l'égalité 

AX=Be (gr.B.) 
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qui correspondent à une solution convenable de 

AXi — Hi (gr. B.) 
est donc égal à 

lï «<"l->+"l-i+ '»i-* + l)(' - i-r 4 + 1 ) 

II g (>s-i + >*-sH r,—k + l)(r k -r t + 1 ) 

h — % 

Il est clair, en effet, qu'étant donnée une solution X x de l'égalité 

A X X X = Ei (gr. B.) 

la décomposition convenable (X x ) de X x qu'on prend pour point de départ est 
indifférente — on obtiendra toujours les mêmes solutions de 

AX=B e (gr.He). 
Pour obtenir le nombre des solutions de l'égalité 

AX = B e (gr. B.) 
il suffit de multiplier le nombre des solutions convenables de l'égalité 

A X X X = Bi (gr. B.) 
par le nombre des solutions de l'égalité 

AX = B e (gr. B.) 
qui correspondent à une solution convenable de l'égalité 

A 1 X 1 =B 1 (gc.Be). 
L'égalité générale AX=. B (gr. B») 

pourra se traiter de la même manière, car si B est de rang w par rapport au 
nombre premier s, le groupe B est identique à l'ensemble des solutions de 
l'égalité x° w =l (gr.B) 

et par suite analogue en tout au groupe B» . 

13. 

Abordons maintenant l'égalité bilinéaire 

XT=Be (gr.S,) 
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où X et F sont deux sous-groupes cherchés. Soit v un nombre entier non supé- 
rieur à et n,, «,,....«., 

v nombres satisfaisant aux conditions 

%+i<% (k=l,2 v— 1), 

< n v < m v 
, nù — n k+1 <m ll —<m k + 1 (k= 1,2 »— 1). 

Posons «fc=0 (& = «+ 1, »+ 2, . . .. 0+1) 
on aura %+i<n ft (& = 1, 2 0), 

»i.-%iS%-%+i (&=1,2, 0). 

Les nombres r k définis par les égalités 

rh = 'm h — n li (k= 1, 2, . . . . + 1) 

satisferont alors aux conditions 

r fc+ i<r fc (&=1, 2,....0) 

»fc — ^fc+i^^fc — m n+i (&=1,2, 0). 

Désignons maintenant par ^e (»n fc , %) le nombre des solutions de l'égalité 

XF=B„ (gr.H.) 

où X et F admettent respectivement les n et les r comme nombres caractér- 
istiques. Soit (Se) une décomposition de B e en groupes simples, je prends dans 
cette décomposition n h — n k+1 . facteurs d'ordre s h (pour &= 1, 2, .... 0) et je 
désigne par (X) le produit explicite de tous ces facteurs, tandis que ( F) désignera 
le produit explicite de tous les autres facteurs de (Be) ; on aura alors 

(X)(F) = (H.) 

ce qui veut dire que (B 9 ) renfermera tous les facteurs de (X) et de ( F) et n'en 
renfermera pas d'autres. Si l'on désigne par X le produit implicite de tous les 
facteurs de (X) et par F le produit implicite de tous les facteurs de (Y), on aura 

bien XY=B (gr.H,). 

Pour chaque décomposition donnée (Be) de B e le nombre des égalités analogues à 

(X)(Y) = (B e ) 

sera égal à fc = * (w fc — m h+1 )\ 

fc =i(n fc — fifc+i)! (r fe — r fc+1 )!' 
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Disons d'ailleurs une fois pour toutes que l'expression 0! aura toujours la valeur 
1 dans toutes nos formules. Dans le cas où l'on a n n z=r k (&= 1, 2, .... 0) à 

toute égalité telle que 

{X)(Y) = (Be) 
correspondra une égalité 

(7)(X) = (H 9 ). 

Désignons maintenant par t (m k ) le nombre des décompositions de B« en groupes 
simples et posons pour toute valeur de h supérieure à 0, 

<m h = 

et t h (m k ) = f g (m k ); 

nous aurons 

La valeur de <r<, (wij.) que nous avons obtenue au §9 devient, après quelques 
réductions 

i=9 fc=0 



*,(«i fc ) = «*<"»— "• ) + 2 






x n 



*=" V s— î À i~=l y — \i~^i/ 



*=1 (»»* — »"fc+l)l 



d'où 



fc = 9 



i> t {m k , n k ) = s niTl+ 2 (v*+i +»•*%+ 1) 

fc =«( g m *-™*+i_ l)( s ™*-%+i-l_ 1) .... ( 8 r,-r t+1 +l_ ]_) 
X fc=l (fl»»-»»+i— i)( s «*-»*+i-i _ 1) (s— 1) * 

On sait que G-auss a montré que chaque facteur du produit que nous venons 
d'écrire est une fonction entière de s. Cherchons maintenant le nombre des 
diviseurs de B 9 admettant les nombres caractéristiques 

%, n % , . . . . n t . 

Soit A un tel diviseur et A x son sous-groupe principal de rang 1 , une décompo- 
sition (J. x ) de Ai convenable par rapport à A, contiendra n k — n n+1 groupes de 
portée s". Inversement, si l'on forme un sous-groupe B 1 de rang 1 susceptible 
d'une décomposition renfermant n k — n n+1 groupes simples de portée 

s* (jfe=l, 2, 6) 
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ayant pour produit un groupe premier* à H k+1 et que l'on remplace chaque 
facteur d'une telle décomposition par un de ses émanants de l'ordre le plus élevé ; 
on obtiendra comme produit un diviseur B de B« admettant les nombres carac- 
téristiques ni> Wi> ne . 

Cela étant ainsi, le nombre de toutes les décompositions convenables des sous- 
groupes principaux A 1 de rang 1 de tous les diviseurs A de E« admettant les 
nombres caractéristiques 

%, n % , . . . . n 

sera égal â 

/s m * — s m *+i\/V** — s m *+i+ 1 \ /s m " — s r »+i+ n *- 1 \ 

fe n s — 1 A 7=T~) V s — \ ) 
Or le nombre des décompositions de Ay convenables par rapport à A , est égal à 
fcg' l g — 1 À s-1 ) V s-1 ) 



Le nombre des groupes J. x sera donc égal à 

k = 



t = e , s m h _ s m 4 + 1 . , s m k _ S m i+1 + K y g m k s r i + 1 + % -lv 

fc=l \ S n " — 8 B *+iÀ8 B * — S w *+ 1 + 1 / ' " ' ' \ «»* _«»*-! j* 



Quant au nombre des diviseurs J. ayant un J.! donné pour sous-groupe principal 
de rang 1 , il est égal à 

Ti—9 
Yl s ( m *_i + '%_ 2 + m,-ît + l)(»,-»i + i) 

fc = 2 

*: = » 
JI s (»J_l+%-2+ »l — fc + l)(«t — »i + l) 

fc = 2 

= n 8 | ''->+ r '-<+ — »•»)(»*— »*+i). 

Si l'on désigne par 4> e («i fc , %) le nombre des diviseurs A de B<> admettant les 
nombres caractéristiques 

Tlj | TCg , . • • • îîj | 

*C. à-d. que le dit produit et le groupe i3jfc.fi ne doivent avoir en commun que l'élément-unité. 
En vertu de cette condition. qui doit avoir lieu pour toute valeur de h depuis 1 jusqu'à 6, le groupe B 
est un diviseur de S e . Inversement toute décomposition de B 1 convenable par rapport au diviseur B 
doit remplir cette condition. 
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on aura par conséquent 

h=e /s m "~ mk + l 1\ /s ro * _m *+ 1-1 — 1\ /y*- r *+i+ 1 — i\ 



k = l 


\ s n k — »t+i _ 


-\J 


\ s n t - 


-«*+i 


— 1 . 


-1, 


k=e 
X Ils 


.(*» — »*+ i)(»*+i 


+ <V 


-i + r k . 


., + .. 


, ..r Q 


+ r,) 


&=i 














k— 


9 


fc 


= 








2 


(>V*+i + »V»M 




2 »*+i>*+i 






v TT 1 


^ S m *-™* + l _ 


-^ 


fs m «- 


" m *+i 


— 1_ 


-V 



s-'i+l+l 1» 



De même, si l'on désigne par x<>( m k> %) I e nombre des solutions de l'égalité 

Ar=B. (gr.B.) 
où A est un diviseur donnée de H« admettant les nombres caractéristiques 

^1 ï ^2 ï • • • • ^9 ) 

on aura, après quelques réductions, 

8 = 

y«(wu, n k ) =ns |r '" ri + 1 *' + ''*- i+ "*- ,+ — »s+»i) 
«=i 

k — 
S nr k 
— s k = l . 

Voici, en résumé, les valeurs de nos quatre fonctions arithmétiques 

k = k — 

_, / \ *(»! — »i) + S «y» t+I — S m h 

t e { i m k )=s k=i k=2 

k = , s m k -m k + l jv , g m k -m k+1 -l jv / s r k -r k+1 + l -jv 

x fc 5i i^-«»+i-iJU-"»+.-i — l) \ f^l. )' 

k = 
S V* 

X. 1 



k=f> , s m k -m. k+l jv / s ™*-™*+i-l 1\ /yV-'-i+i + l — X\ 

&=iV«"* _n *+ 1 — 1 As m *-"*+ 1_1 — 1/ ' ' ' ' \ S— 1 /' 



32 



250 Pbrott : Remarque au sujet du théorème cVEuclide 

Le nombre des solutions de l'égalité 

X'Y=Be (gr.E*) 
où X' est un diviseur donné de E« admettant les nombres caractéristiques 

Wi, %, .... n 9 , 
étant égal à % 9 (m h , n k ), il est clair qu'on aura 

Cette relation se réduit à mie identité si l'on y substitue les valeurs de $„ (w*., %), 
% {m h , n k ) et ^(w*,, %)• Le nombre de toutes les solutions de l'égalité 

XY= B e (gr. S») 
est exprimé par la somme 

2 ^ On* , « fc ) 

qu'il faut étendre à tous les systèmes de nombres caractéristiques 

n lf n % , . . . . n e 
vérifiant les conditions 

(n k — %+i) < {m k — m k+1 ) (& = 1, 2 0). 

L'égalité bilinéaire XY= A (gr. B e ) 

où A est un sous-groupe de E» est analogue en tout à l'égalité bilinéaire 

XY=H e (gr.E.) 
qui a fait l'objet de ce paragraphe. 

14. 

Le groupe D. étant un groupe eulérien quelconque, nous avons défini le 
groupe B e comme l'ensemble des solutions de l'égalité 

x s "=l (gr.n) 

où ô est le rang du groupe fl par rapport à un nombre premier donné s. Tout 
groupe eulérien qui peut être obtenu d'une manière analogue sera désigné provi- 
soirement sous le nom de groupe H». Un groupe Be est dit monoatêTèche ou poly- 
stêïèche suivant que le nombre de ses sous-groupes d'ordre s est égal ou supérieur 
à l'unité. Quand nous voudrons préciser d'avantage, nous dirons qu'un groupe 

jg est _ stélèche. On voit que pour qu'un groupe S« soit monostéleche il 

s — 1 
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faut et il suffit qu'on ait 

m x = 1 

de sorte que tout groupe 3<> monostélèche est monobase et inversement. Un 
groupe Bo tel que tout sous-groupe monobase de ce groupe, sauf le groupe-unité, 
n'a qu'un seul et unique émanant de tout ordre non supérieur à sa portée, est dit 
aclone. Pour qu'un groupe H» soit aclone il faut et il suffit qu'on ait 

1) soit 0=1, et dans ce cas tout sous-groupe monobase de H», sauf le 
groupe-unité, n'aura qu'un seul et unique émanant ; 

2) soit, quand > 1 , 

m 1 = 1 

de sorte que le groupe sera monobase. 

Les groupes H<> aclones peuvent donc être partagés en deux classes. 

1) Les groupes aclones polystélèches. Ce seront tous les groupes H« de rang 
1, sauf le groupe d'ordre s. 

2). Les groupes aclones monostélèches qui comprennent tous les groupes B« 
monobases et inversement tout groupe B« monobase est un groupe aclone mono- 
stélèche. Comme le nombre des solutions de l'égalité 

x e = 1 (gr. B e ) 
est égal à s mi , il est clair que cette égalité n'admet que s solutions dans le cas où 
le groupe H» est monobase et inversement si cette égalité n'admet que s solutions 
le groupe B» est monobase. Les groupes de rang 1 ont été étudiés à part dans 
le §7. 

Tout groupe H 9 tel que tous ses sous-groupes monobases sont d'une même 
portée, est dit isoclone. Il est clair que la portée en question ne peut être que s". 
Pour qu'un groupe B<> soit isoclone, il faut et il suffit qu'on ait 

7/ij = w 2 = . . . . = rn g . 

Comme cas particuliers de groupes B<> isoclones, on a pour 0=1 tous les groupes 
H» de rang 1 et pour m 1 = 1 tous les groupes H« monobases. On peut pousser 
jusqu'au bout la théorie des groupes isoclones avant d'aborder celle des groupes 
Se quelconques. Nous verrons bientôt que tout groupe B<> est décomposable en 
un produit de groupes isoclones de rangs différents. Une telle décomposition 
correspond à la décomposition d'un nombre entier en un produit de puissances 
de nombre premier premières entre elles tandis que la décomposition en groupes 
simples correspond à la décomposition d'un nombre en un produit de nombres 
premiers. Il faut bien se garder de confondre ces deux décompositions bien 
distinctes. 



252 Perott : Remarque au sujet du théorème dJEuclide 

15. 

Si le groupe A contient tous les éléments du groupe B, on dit que le groupe 
A est un surgroupe du groupe B et que le groupe B est un sous-groupe du 
groupe A . Si A est un surgroupe de B et B est un surgroupe de G, le groupe 
A est un surgroupe de G et de même pour un nombre quelconque de groupes 
A, B, G, D, E, etc. Si le groupe A est un sous-groupe de B et B est un sous- 
groupe de G, le groupe A est un sous-groupe de G et de même pour un nombre 
quelconque de groupes. Si G est un sous-groupe tant de A que de B, on dit 
que G est un sous-groupe commun de A et B. L'ensemble de tous les éléments 
que A et B ont en commun forment un groupe D. En effet, deux éléments 
quelconques a et b de cet ensemble donnent par la composition l'élément ab qui 
fait partie tant de A que de B et par suite de D. Tout sous-groupe commun 
G de A et B est un sous-groupe de D qui peut pour cette raison recevoir le 
nom du plus grand* commun sous-groupe de A et B. Deux groupes A et B 
dont le plus grand commun sous-groupe est le groupe-unité sont dits premiers 
entre eux. On peut aussi dire que A est premier à B ou que B est premier à A . 
Inversement tout sous-groupe de D est un sous-groupe commun de A et B. De 
même les éléments que trois groupes quelconques A, B et G ont en commun 
forment un groupe D et tout groupe F qui est un sous-groupe de A, B et G 
en même temps est un sous-groupe de D. Un groupe tel que importe le nom 
de sous-groupe commun de A, B et G . Le groupe D est le plus grand commun, 
sous-groupe de A, B et G. Inversement tout sous-groupe de D est un sous- 
groupe commun de A, B et G . On étendra sans peine ces considérations à un 
nombre quelconque de groupes. 

Si les groupes A et B sont tous les deux sous-groupes d'un groupe G, le 
groupe G est dit surgroupe commun de A et B. Le groupe G devra naturelle- 
ment contenir tous les éléments qu'on peut obtenir en composant (gr. G) un 
élément du groupe A avec un élément du groupe B. L'ensemble de tous les 
éléments du groupe G qu'on peut obtenir en composant (gr. G) un élément de 
groupe A avec un élément du groupe B formeront un groupe S qui sera un sous- 
groupe de G et un surgroupe commun de i et B. Tout sous-groupe de Cet 
surgroupe commun de A et B est un surgroupe de S. Le groupe S est donc dit 
le plus petit commun surgroupe de A et B (dans le groupe G). On définira de la 

* Adjectif peut propre que nous gardons pour ne pas introduire trop de néologismes. 
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même manière un surgroupe commun B d'un nombre quelconque de groupes 
A, B, G, D, E, le plus petit commun surgroupe 8 des groupes A, B, G, D, E 
(dans le groupe B) et l'on fera voir que tout sous-groupe H de B qui est un sur- 
groupe de A, B, G, D et E est un surgroupe de S. Inversement tout sous- 
groupe de B et surgroupe de S est un surgroupe A, B, G, D et E. 

Si l'égalité AX=B (gr.E,) 

est résoluble, on dit que A est un diviseur de B et que B est un multiple de A. 
Il est clair que tant A que X seront des sous-groupes de B. 

Si les égalités AX= B (gr. B e ) , 

AY^G (gr.Ha) 

sont résolubles toutes les deux, on dit que A est un diviseur commun de B et G. 

De même, si les égalités 

BX—A (gr. A) 

GY— A (gr. A) 
sont résolubles toutes les deux, on dit que A est un multiple commun de B et G. 



16. 

Tout groupe B» monobase étant simple, il est clair qu'il n'admettra comme 
diviseurs que lui-même et le groupe-unité. 

Tout sous-groupe B d'un groupe A de rang 1 est un diviseur de A . En 
effet, si le groupe B est identique au groupe A ou au groupe-unité, on peut 
considérer B comme un diviseur de A. Si -B n'est identique ni au groupe-unité 
ni au groupe A, soit c x un élément du groupe A ne faisant pas partie de B, les 
éléments r"- 1 

On Ci, .... Ci 

ne feront pas partie de B non plus et par suite le groupe Ci formé par les éléments 

1 , Ci, Ci, .... Ci 

sera premier à B et le groupe BG X sera un sous-groupe de A. Si BGi est iden- 
tique à A, on aura BGi — A (gr. A) 

si non soit c 2 un élément de A ne faisant pas partie de BG X , l'élément c 2 servira 
de base à un groupe G z qui sera premier à BG X et le groupe BGiG 2 sera encore 
un sous-groupe de A. Si le groupe BG X G % est identique à A, on aura 

BG x O t = A {gv.A) 
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si non soit c 3 un élément de A ne faisant pas partie de BG 1 G % , etc. En continu- 
ant de la même manière on parviendra à une égalité telle que 

B0 1 O z ....C\ = A (gv.A) 
d'où en posant G 1 G 2 . . . . G n = O (gr. A) , 

BG=A \gx.A) 

ce qui prouve bien que B est un diviseur de A. Le produit de deux diviseurs 
d'un groupe de rang 1 sera un sous-groupe et par conséquent un diviseur de ce 
groupe. De même, tout surgroupe de rang 1 d'un groupe de rang 1 est un 
multiple de ce dernier groupe. 

Le plus petit commun surgroupe O de deux groupes A et B de rang 1 est 
nécessairement un groupe de rang 1, car le produit de deux éléments appartenant 
à l'exposant 1 ou s est un élément appartenant à l'exposant 1 ou s. Le groupe 
G sera donc un multiple commun de A et B. Soient s f , s u , s v les ordres des groupes 
A, B, G et s w l'ordre du plus grand commun sous-groupe D de A et B, je dis 
qu'on aura t + u=v + w. 

En effet, posons DD 1 = A (gr. A), 

DD, = B (gv.B); 

toute multiple de rang 1 de A et B sera un multiple de DD 1 et D % et inversement, 

car tout surgroupe de rang 1 des groupes DD 1 et D % qui sont premiers entre eux, 

sera un surgroupe et par suite un multiple de DD-J)^ et à plus forte raison de 

BD % . On aura donc 

DD.D^G (gr. 0) 

et par conséquent t + u = v + w. 

Tout diviseur D d'un groupe isoclone A de rang 6 est un groupe isoclone de rang 
6 et inversement tout sous-groupe isoclone de rang 6 de A est un diviseur de ce 
dernier groupe. En effet, si le diviseur D n'était pas isoclone ou s'il était d'un 
rang inférieur à 6, il renfermerait un groupe monobase d'une portée inférieure à 
s e et par conséquent il ne pourrait être un diviseur de A. Pour démontrer la 
seconde partie de la proposition, désignons par A x et D x les sous-groupes princi- 
paux de rang 1 de A et D et posons 

D 1 B 1 = A 1 (gr.A). 
On aura DB = A (gr. A) , 

où B est un sous-groupe isoclone de rang 6 admettant B 1 comme sous-groupe 
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principal de rang 1. Le produit de deux diviseurs d'un groupe isoclone A de 
rang est un sous-groupe isoclone de rang et par suite un diviseur de A . 

Le rang 6 3 du plus petit commun surgroupe de deux sous-groupes de H» de 
rangs Q x et 2 respectivement peut être exprimé par la formule 



a = 



*[£]+*[-£-]. 



m + m 



où I -7T- ! est le plus grand entier contenu dans -~- et f-#-l le plus grand 

entier contenu dans -£- . 

17. 

Soient A et A deux sous-groupes quelconques de H» et A leur plus petit 
commun surgroupe. Le groupe A sera nécessairement un sous-groupe de H». 
Désignons par ^ ^ ^ 

les sous-groupes caractéristiques et par 

**1» **8> ••••"■# 

les nombres caractéristiques de J,. Dans le cas où le groupe ,4 est d'un rang u 
inférieur à 0, il faut poser 

A M +i = ft«+a = • • • • h 9 = 0. 

Nous désignerons d'une manière analogue par 

Z\ Z\ Z e 

les groupes caractéristiques et par 

h\ W V 

les nombres caractéristiques de A . Enfin soient A le plus grand commun sous- 
groupe de A et A, 

i7l 72 yz i79 

■"l> ■"»> ■"s ^a 

ses sous-groupes caractéristiques et 

"Il "21 "Si • " • • *9 

ses nombres caractéristiques. Soient, d'une manière générale, Zl k+1 le plus 
grand commun sous-groupe de ,£* et Z k+1 , Z k - k+1 le plus grand commun sous- 
groupe de Zt et Z k+1 , enfin ^|;*^î le plus petit commun surgroupe de Z£ k+1 
et Zk' k+1 . Le groupe Z^y+l sera un sous-groupe de Z k . Désignons par 

i.fc, fc + 1 fcfc j,h,h-\-\ 

S h k , «**.* + !, «"*,*+ 1 
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les ordres des groupes 

•7k, k+1 yk yk,k + l 

^k ) ^k,k + l> ^k,k + l' 

Soient encore Zl^lk I e plus grand commun sous-groupe de Z£ k+1 et Z* ,k+1 et 
«**$*;» son ordre, on aura la relation 

],k + l,k i t.k,k + l — -Lk l lk,k + l 

n k + l, k T^ n k, k+ 1 — n k,k + l T n k 

Je pose maintenant, pour abréger, 



^-2 = 




#34-2 = 


^, 


3>3* = 


. yk + \,k 
• ^k + l,kt 


9%k = 


• % 4- 1, k ) 


3>3fc-l = 


. 7*!, fc + 1 

• -^fe, S; + 1 ) 


9%k - 1 = 


' n k, k+1' 



Cela étant ainsi, un groupe tel que <& /£ sera un sous-groupe de tout groupe <E>, où 
Z<C& et surgroupe de tout groupe <& t où ?>•&. Il est à peine besoin de faire 
observer que des groupes voisins tels que <b k et 4> fc+1 peuvent être identiques. 

Soit D un diviseur commun quelconque de A et A et 

<Pi, *P a % 

ses groupes caractéristiques. Désignons par D k le plus grand commun sous- 
groupe de $> k et D et par s** son ordre, il est clair que D k sera un sous-groupe de 
D t quand K^h. 

Le groupe $ x est identique à l'ensemble des solutions de l'égalité 

x* = 1 (gr. 2) 

et par suite D ï est identique au groupe formé par l'ensemble des solutions de 
l'égalité x * — i ( gr< 2)) 

on aura donc D t = f x (gr. H») • 

Tout groupe f^ est un sous-groupe de D 3k _ 2 . En effet, *P fc est un sous-groupe 
de Z k et D et par suite de D 3k _ i . Je dis que de plus tout élément a qui fait partie 
de f fc _x sans faire partie de f^, fait partie de D 3k _$ sans faire partie de Z> 3S; _ 2 . 
En effet, un tel élément a fait partie de ■£*_! et Z h ~ x sans faire partie de Z k 
ni de Z fc ; il fera donc partie de <î>3 ft _5 sans faire partie de <E>|s_ 2 et par consé- 
quent il fera partie de D 3k _ 5 sans faire partie de D 3k _ i . Cela étant ainsi, il est 
clair qu'on aura 

**=A*-. (gr.H.). 

* D'où il résulte que D est un diviseur de A. 
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En effet, si le groupe At-2 renfermait un élément b ne faisant pas partie de *Pj., 
cet élément ferait aussi partie de A = ^ et par suite d'un groupe tel que l^ 
sans faire partie de ^ où l<h. L'élément b ferait donc partie de Aj-5 sans 
faire partie de Aj-2 et ne pourrait par conséquent faire partie de D 3k _ % . 

Décomposons maintenant le groupe A0-2 en groupes simples, puis achevons 
la décomposition de Ae-3 en commençant par celle de A0-2 > puis achevons la 
décomposition de A»-4 en commençant par celle de D m _ 3 et ainsi de suite jusqu'à 
ce que A se trouve décomposé. Une telle décomposition de A sera dite con- 
venable par rapport au diviseur D de A et A. Il est clair qu'elle sera aussi con- 
venable par rapport à D dans le sens que nous avons donné à cette expression 
au §9. On aura d'ailleurs toujours 

D 3h _ % — D Sk _ 3 , (gr. U») 

car si le groupe D 3k _ 3 renfermait un élément b ne faisant pas partie de D 3k _ z , cet 
élément servirait de base à un groupe B qui serait de rang s fc-1 dans le groupe D 
et de rang s* tant dans le groupe A que dans le groupe A, ce qui est contraire à 
la supposition que D est un diviseur de A et A. 

Désignons par T k le produit de tous les groupes simples qu'on a ajoutés à la 
décomposition de A+i afin d'achever celle de D k et posons par extension 

■*3fl — 3 ■— A» — 2* 

Le groupe T k portera le nom de tronçon (pièce, Stùck) n° 7e d'une décomposition 
du sous-groupe principal de rang 1 du diviseur D de A et A . Tout tronçon dont 
le numéro est divisible par 3 sera d'ailleurs identique au groupe-unité. En 

P° sant A =T 1 T,.... T 3e _ 2 

on aura une décomposition de A en tronçons. Je dis que tout tronpon n° 3h — 2 
sera premier au groupe <£!!_!. En effet, tout élément a du tronpon T 3k _ i autre 
que l'élément-unité, fait partie de A* -2 sans ^ re partie de A*-i et P ar suite il 
fait partie de 4> 3)i; _ 2 sans faire partie de «J^-t. 

Tout tronçon T Sk _ 1 est premier tant au groupe Z k<k+1 qu'au groupe Z k jc+1 . 
En effet, tout élément a du tronpon T 3k _ 1 autre que l'élément-unité, fait partie 
de D Sk _ 3 et D 3k _ 2 sans faire partie de D 3k ni de D 3k + 1 ;*'\\ fait donc partie de 
Z k , Z k et Z h sans faire partie de Z k+1 ni de Z k+1 . Il ne peut donc faire partie 
ni de Z kik+1 ni de Z k - k+1 , ni à plus forte raison de Z££î; k i = <È> 3k . Quant au 
tronpon T 3k qui est identique au groupe-unité, on peut dire qu'il est premier 

*Pour ne pas excluse le cas où h = 9, on peut égaler *3«_i au groupe-unité. 
33 
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au groupe ^? S k+i- Cela étant ainsi, nous désignerons sous le nom de tronçon de 
sous-groupe* de diviseur (de A et A) n° 3k — 2 tout sous-groupe de <Ê> 3J; _ 2 qui 
est premier à $> 3 k-i- Je désignerai de même sous le nom de tronpon de sous- 
groupe de diviseur (de A et A) n° 3k — 1 tout sous-groupe de <&»_! qui est 
premier tant au groupe Z£ k+1 qu'au groupe Z$ k+1 . Enfin je prendrai pour 
tronçon de sous-groupe de diviseur n° 3k le groupe-unité. 

Si l'on prend un tronçon de sous-groupe de diviseur n° 1 , puis un tronpon de 
sous-groupe de diviseur n° 2 et ainsi de suite, enfin un tronpon de sous-groupe de 
diviseur n° 30 — 2 , on aura un système de tronpons de sous-groupe de diviseur. 
Nous avons vu que le sous-groupe principal de rang 1 de tout diviseur commun 
de A et A est décomposable en un produit de tronpons de sous-groupe de diviseur 
formant système. Je dis qu'inversement les 30—2 tronpons de tout système 

2-1) SE a , .... 2:38 — 2 

peuvent être réunis en un produit 5D a qui servira de sous-groupe principal de 
rang 1 à un certain diviseur commun © de A et A. En effet, le tronpon 5C 3e _ 8 
étant un sous-groupe de <3> 39 _ 2 sera premier à 3 3 o_ 3 , le produit 3 3 o_ 2 3 3 o-3 étant 
un sous-groupe de <ï> 39 _ 3 sera premier à 3 39 _ 4 , le produit £30 _ 2 £ 3e _ 32:30 _ 4 étant 
un sous-groupe de <E> 38 _ 4 sera premier à 3 3 o_ 5 et ainsi de suite de sorte qu'on 
peut bien poser 

2iS 2 £ 39 _2 = £>i (gr. Ho). 

En effet, décomposons chaque tronpon % h du système en facteurs simples 

% k = XlXl . . . . 3|» 
où s e * est l'ordre du tronpon % k . Tout groupe simple %{ d'une telle décomposition 
sera de la portée s L 3 J (où [_ 7" J est le plus grand entier contenu dans ^ - J 

dans le groupe A. Si l'on remplace chaque groupe simple de la décomposition 
de chaque tronpon du système par un de ses émanants de l'ordre maximum dans 
le groupe A, on obtient comme produit un certain sous-groupe 5D de ,4 qui 
aura SDj pour sous-groupe principal de rang 1 . Soient 

les sous-groupes caractéristiques de s, on aura 

S* = 2 3J; _ 2 2 3 s ; _ 1 3 3fc .... 2 3 0_ 2 (gr. do) • 
*I1 s'agit naturellement du sous-groupe principal de rang 1. 
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Tout groupe X k sera un sous-groupe de <t> 3J; _ 2 = Z k et par suite de Z k et Z k . Soit 
a Un élément faisant partie de 2* sans faire partie de 2 h+1 , on peut faire 

a = bcde (gr. A) 
où 6 est un élément de 2 ft+1 , c un élément de 2: 3J . c. à-d. l'élément-unité, d un 
élément de X sk _ 1 et e un élément de % 3k ^ z - L'élément cde et par suite l'élément 
de devra être différent de l'élément-unité. L'élément b fera toujours partie de Z k+ x 
et de Z k+1 . Dans le cas où e = 1 , l'élément d fait partie de Z k sans faire partie de 
Z k<k+1 ni de Z k ,k+1 , il ne pourra donc faire partie ni de Z k+1 ni de Z k+1 . L'élé- 
ment a = bd ne fera donc partie ni de Z k+1 ni de ^* +1 . Si e est différent de 1 , 
l'élément bcd fait partie de Z k ; k ^l tandis que e n'en fait pas partie tout en faisant 
partie de Z k ; l'élément a = bode fait donc partie de Z k sans faire partie de Z k ;££î. 
A plus forte raison l'élément a ne fera partie ni de Z kik+1 ni de Zfr k+1 et par suite ni 
de Z k+1 ni de Z k+1 . Le groupe 3) est donc diviseur tant de A que de A. 

Nous dirons d'un tel diviseur 3) qu'il correspond au dit système de tronpons 

%1, % Z , ... . % 3 g— Z . 

Plusieurs diviseurs peuvent correspondre au même système de tronpons. 

Soit D un diviseur commun quelconque de A et A,-D k le plus grand com- 
mun sous-groupe de D et <£> k et s** l'ordre de D k , les groupes 

-^i) -^ïj -^3 -^3«— a 

seront dits groupes génériques du diviseur Z) (de J, et J.) et les nombres 

*1» *jji • • • • *3S — 2 

seront dits nombres génériques du diviseur Z) (de A et A). Si l'on désigne par 

les nombres caractéristiques de D, on aura la relation 

d k = %_ 2. 
Soit s e * l'ordre d'un tronpon n° k du sous-groupe principal de rang 1 du diviseur 
A on aura <* = H-H + 1 . 

Le nombre e 3J . sera d'ailleurs toujours égal à zéro et l'ordre du diviseur Z) sera 

égal à fc=3«-2 p+n 

n s e * 3 . 

Cette expression montre que si l'on veut obtenir un diviseur D (de A et A) de 
l'ordre maximum, disons un diviseur suprême (suprême, hôchst) il faut porter au 
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maximum l'ordre de chaque tronpon. Désignons maintenant par s e * l'ordre de 
tout tronçon T k de l'ordre maximum, et cherchons la valeur de e k . Je dis d'abord 
que si l'on n'a pas 

T»-»*»-^**-» (gr. $ 3& „ 2 ) 

l'ordre du tronçon 7 7 SJ: _ 2 n'est pas maximum. En effet, si l'égalité précédente n'a 
pas lieu, soit b un élément du groupe $ 3& _ 2 ne faisant pas partie de T 3k _^? 3k _ x , 
les éléments b b 3 b 3 . . . . b s ~ x 

ne feront pas partie de T 3k _ % <b 3k _ x . En effet, si un élément tel que b { où 0-OO 
faisait partie du groupe TsÈ-s^st-ii il en serait de même de tout élément tel que 
b Ul et par suite aussi de l'élément b car on peut choisir t t de manière à avoir 

&"• = b (gr. 3> 3/i _ 2 ). 

Le groupe B formé par les éléments 

1,6, è 2 V~ x 

serait alors premier au groupe T 3k _/I? 3k ^ 1 et l'on pourrait former le produit 
-B7 T 3A ._ a <ï> 3 fc_ 1 et par suite le groupe BT 3k _ % serait un tronpon n°3ft — 2 d'un ordre 
supérieur à celui du tronpon T 3k _ z . Pour tout tronpon T 3k _ % de l'ordre maxi- 
mum on aura donc 

T 3k _^ 3k _ x = $ 3fe _ 2 (gr. O k _ 8 ) 

et par suite e 3fc _ 2 = gr 3fc _ 2 — gsk-i- 

Le nombre des tronpons T 3k -% de l'ordre maximum sera égal au nombre des 

solutions de l'égalité 

«Ife-tX" =<&»_, (gr. Ogfc-a) 
c. à-d. à s 93 "- 1 " 3 "- 2 . 

Pour un tronpon T 3k _x il y a deux cas à considérer. 

1 er cas. On a K*+i^^ k+1 - 

Dans ce cas je dis qu'il faut qu'on ait 

T 3k - X Zl k+1 = Osfe,! (gr. <£<*_!). 
En effet, le groupe <&&_! étant le plus petit commun surgroupe de T 3k _ 1 Z k<k+1 et 
T 3k -iZ k ' k+1 , l'ordre du plus grand commun sous-groupe de ces deux derniers 
groupes sera égal à 

et par suite le groupe ^• 3fc _ 1 renfermera 

g&J-l £«3*-l + A*,*+l g«3*-l + A ** + _1_ g 2e 34-l + 08J 

==g 2«3*-l+0 3i / s S'3i-l-**, 4 + 1 — «3*-l lV 6 .03S-l — *t'* + 1 — «8t-l l) "> 
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éléments ne faisant partie ni de T Sk _ 1 Z k<k+i ni de T 3k _ 1 Zfr k+1 . Or soit b un tel 
élément, le groupe B auquel il sert de base sera premier tant à T Sk _iZl k+1 qu'à 
T 3k _ 1 Z£ ,k+1 et par suite le groupe BT 3k _ 1 sera un tronpon n° 3& — 1 d'un ordre 
supérieur à celui de T Zk _ 1 . Il en résulte qu'on doit avoir 

e 3k— 1 + "fc,fc + l — 93k — 1 

et par suite T 3k _ 1 Zl k+1 = $to_ x (gr. <ï> 3& _i). 

2 me cas. On a ÏÏ k+1 >h h Kk+1 . 

Dans ce cas on devra avoir 

e 3k — 1 -f" "*' -— 03k — 1 

et îk-i^' &+1 = *te-i (gr- 4>3*-i). 

Enfin quand A£ iA:+1 = A£ fc+1 les deux expressions donnent la même valeur de 

^3k-i et l'on aura tant 

T S k-\ZJ: tk+x = <£,%_! (gr. ^sk-i) 

que y*-!^- k+ 1 = *»-i (gr- **-i) • 

Soit Tg^x un tel tronpon de l'ordre maximum et 

m __ 711 rpz /TiHn—i 

-'SA:— 1 J 3fc— l J 3ft— 1 • • • • J 3& — 1 

une de ses décompositions en groupes simples, un facteur tel que T %k _ x de cette 
décomposition sera un sous-groupe de <ï> 3S; _i et sera premier tant au groupe 

Z^k+Mk-i Qferli qu'au groupe ^• &+1 ^- 1 ^a-i 2*-V Inversement 

si l'on peut former une suite de %,_! sous-groupes simples de ^> 3k _ 1 

^3k— 1) ^k—lt ' ' • • ^fc— 1 

tels que tout groupe 3^ & _ 1 soit premier tant au groupe ^s+x^sfc-i^lfc-i • • • %&k-i 
qu'au groupe Z k ,h+1 ^sk-i^3k-i • • • • ^3*^1 > tous les groupes de la suite pourront 
être réunis en un produit 5E 3fc _ 1 qui sera un tronpon n° 3& — 1 de l'ordre maxi- 
mum. Le groupe <& Sk -! étant le plus petit commun surgroupe de 

yk c>l o-2 Çfl— 1 û+ Yk, k + lcrl <>-2 cri— 1 

^k, k + l-^3k— l-^3k— 1 • • • • -<£-3fc— 1 eL ^fc -«-3*: — l-^fc — 2 • • • • *3fc— 1 

l'ordre du plus grand commun sous-groupe de ces deux derniers groupes sera 
égal à gîi -a + to m 

Le nombre des éléments du groupe «I^-! qui ne font partie ni de 

Zk,k + T&Zk — \£-3k— 1 • • • • &3fc— 1 m de Z k ' %3fc — l^ft — 1 • • • • ^3fc— 1 

est donc égal à 

_ s 2J-2 + s. M ^Sfaj-i-Hi + i- 2 - 1 l)^-!-»*'* 4 - 1 -'-! l\ 
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Cette expression est toujours positive tant que l — 1 < e 3k _ 1 et par suite le 
groupe 4> 3J: _x renfermera dans ce cas au moins un élément b ne faisant partie 

ni de -Zï fc+1 $J»_ 1 3t_i .... % l 3 ^i ni de Z^+^-^l^ Slr_V Si l'on 

désigne par B le groupe auquel b sert de base, ce groupe sera premier tant au 

groupe ^fc+i^-!^-! Sfc_i qu'au groupe Zf+^-^-t %fc±i. 

On peut donc faire ^ = B (gr . ^^ . 

Le nombre des groupes %\u-i correspondant à une suite donnée 

%3fc — 1) ^3h— 1 • • • • %3fc— 1 

est donc égal à 

^■H-J-i (fl»--i-»i, + i-»+i _ i)( s ^-i-^ 4 + 1 -î+i _ j) 

_____ . 

Le nombre de toutes les décompositions de tous les tronpons n° 3k — 1 de l'ordre 
maximum est donc égal à 

«=e 3 s_i g ff3*+'-l (s8ak-i—àl k+1 —l+l iV^-i-^'+'-i+l j) 

1=1 * — 1 ^ " 

Si l'on ne considère comme distinctes que les décompositions qui diffèrent au 
moins par un facteur, ce nombre se réduira à 

3*-il 1=1 s— - 1 

Or le nombre des décompositions de tout tronpon n° 3k — 1 de l'ordre maximum 
en groupes simples est égal à 

do,, i — _o„ i 

n z — . 

1=1 s—l 

Il en résulte que le nombre des tronpons n° 3k — 1 de l'ordre maximum est égal à 
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Le nombre de toutes les décompositions en tronçons des sous-groupes principaux 
de rang 1 de tous lès diviseurs suprêmes de A et A est donc égal à 

k=S9 — 2 &=9 — 1 l=e u _ l 

n «v»+»x n n ( s s-3*- 1 -A (i >-«+i_ 1 ). 

Le nombre des décompositions en tronçons du sous-groupe principal de rang 1 
d'un diviseur D (de J, et A) ayant les groupes 

pour groupes génériques et les nombres 

*ii h> ' - ' • ho— 2 
pour nombres génériques, est facile à évaluer. En effet on a d'abord 

-<39-2 = -^39 — 2 (g r - -^39-2) 

puis on peut prendre pour r 39 _3 toute solution de l'égalité 

D 3$ _ 8 X = Z> 3fl _ 3 (gr. Z> 3() _ 3) 
de même pour 2 r 3() _4 on peut prendre toute solution de l'égalité 

#39-8^= Ao-4 (gr. A9-4) 

et ainsi de suite. Comme de cette manière on obtient toutes les décompositions 
de D l en tronçons, le nombre de ces décompositions sera égal à 

ft = 39 — 2 

Le nombre des sous- groupes principaux de rang 1 des tous les diviseurs suprêmes 
de A et A est donc égal à 

fc = 39 — 2 

2 «sCffs + i — h+i) * = » — 1 ! = e 3 *_i 

s *=i n n (g« , a»-i- ft< * ) - z + i 1) 

où les nombres i 1; * 2 , . . . . %_ 2 

sont les nombres génériques de tout diviseur suprême. 

En multipliant ce nombre par le nombre des diviseurs de A qui corre- 
spondent à un sous-groupe principal donné B 1 , on aura le nombre des diviseurs 
suprêmes de A et A. 

Quant au nombre des diviseurs de A qui correspondent à un D l donné, il 
est égal à »=» 

2 i 3ft-|-l tes* — 2 — %— 2) 
S fc=l 
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18. 

Soient, comme au paragraphe précédent, s e * l'ordre maximum que puisse 
atteindre un tronpon n° h de sous-groupe de diviseur (de A et A), et 

0<e k <e k . 

Le nombre des tronpons n° 3& — 1 d'ordre s* 3 *- 1 sera égal à 

1 ^|»-» flg a +»-i(flg a -i->l*+.-'+i— i)( fl g>-i-^' +1 -»+ 1 — 1) 
e 3J _ a ! i=i s—1 

1 n 6 8 



e 3 fc-i' î=i s—1 



i^u-i( s g st -- h l>^- l + 1 —l)(s^-- h î k+1 - 1 + 1 — l) 
fia (^--i-'+i_i) 

Le nombre des tronpons n°3i — 2 d'ordre s* 3 *- 2 est égal à 



n = : , n 



f3*-s! 2 = 1 « 1 ' «3*-»'- 1 = 1 « 1 

î = £ 8*-2 gffM-2 g03i-l + l — 1 



' — %* — 2 efl^J— 2 — 03*— 1 — '+1 1 

n 



-1Ê3S-2 TT 

11 ^»-«-'+l_l 



Quant au nombre des tronpons n° 3k, il est, comme nous le savons, toujours 
égal à un. Cela étant ainsi, le nombre de toutes décompositions en tronpons des 
sous-groupes principaux (de rang 1) de diviseur de A et A admettant les 
nombres e, sera égal à 

n «•*»+> n n l - , t _j& — „ - } 

* = 1 * = 1 1 = 1 (^»-i-' + i_i) 

*= fl — 1 ' =£ 3*— 2 cffa— 2 — S 1 »— 1 — 1+1 1 

x n n — ê — ^t+ï — =-=. 

Soient A un diviseur de J, et J. admettant les nombres e, 

^i> A 2 , .... A 39 _ g 
ses groupes génériques et 

t 1? ( 2 , . . . . 139 — 2 

ses nombres génériques, on aura 

l k — E3S — 2 T" ^3» — 3 + • • • • £f 
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Le nombre des décompositions de A x en tronçons sera égal à 



k=30 — 2 



Le nombre des groupes A x correspondant à tous les diviseurs A admettant les 
nombres s, sera par conséquent égal à 






*=»-l*=e 3 *_i/ gf 7,ft_i-< t+ i-J + l jV s to-i-4'* +1 -' + l — 1) 

x Si Si (^-i-i+i-i) L 



n n s — ï 



x n n ->- FI - 



Le nombre des diviseurs A (de A et A) correspondant à un Ai donné est égal au 
nombre des diviseurs de A correspondant à ce même A x . Or ce dernier nombre 
est égal à *=» 

En multipliant le nombre des groupes A a par le nombre des groupes A qui cor- 
respondent à un Ai donné, on aura le nombre des diviseurs A de A et A qui 
admettent des nombres s satisfaisant aux conditions 

0<s k <e k . 

S'il s'agissait de déterminer le nombre des diviseurs A de A et A admettant des 
nombres caractéristiques t 3fe _ 8 donnés d'avance, il faudrait poser 

l Sk— 3 — l 3k— S 

et puis intercaler des nombres i Sfc _! satisfaisant aux conditions 

0<i k — i k+ i<e h . 
Le nombre des diviseurs A sera alors donné par une somme étendue à toutes les 
manières possibles d'intercaler les nombres i^-i- 

Faisons observer d'ailleurs que le nombre des A qui correspondent à un Ai 
donné ne dépend que des nombres caractéristiques i 3k _ 2 de A et est indépendant 
des nombres i Sk _ 1 . La question se ramène donc à la recherche du nombre des 
groupes A x . 

Tout diviseur de A et Xest d'ailleurs diviseur d'un diviseur suprême — car 
rien n'empêche de compléter ses tronçons jusqu'à ce qu'ils atteignent l'ordre 
maximum — mais il peut être diviseur de plusieurs diviseurs suprêmes en même 

temps. 

34 



266 Perott : Remarque au sujet du théorème d'Euclide 

19. 

Tout nombre entier P n'est décomposable que d'une seule et unique manière 
en un produit de puissances de nombre premier premières entre elles 

P = P\P% .... P g 

si l'on convient de ne considérer comme distinctes que les décompositions qui 
diffèrent au moins par un facteur. 

Le produit d'un diviseur de P x par un diviseur de P 2 , par un diviseur de 
P 3 . . . . par un diviseur de P„, donne un diviseur de P et tous les diviseurs de 
P peuvent s'obtenir de cette manière. Chaque diviseur de P n'apparaîtra d'ail- 
leurs qu'une seule fois. 

Supposons maintenant qu'on ait deux nombres entiers P' et P" décomposés 
en puissances de nombre premier 

pi — pi pi pi 

pi — pu pu pu 

Soit d'une manière générale 

Pi" 

une puissance de nombre premier divisant tant P' que P" et figurant explicite- 
ment au moins dans une des deux décompositions, j'écris la suite complète de 

telles puissances 

pin -put -pin 

r i I r 2 > • • • • -* e 8 

et je pose P 1 " = P^'P»' P»'. 

Le produit d'un diviseur de P{" par un diviseur de P' % », .... par un diviseur de 
P«, 3 , donnera un diviseur commun de P' et de P" et tous les diviseurs communs 
de ces deux nombres pourront s'obtenir de cette manière. Chaque diviseur 
n'apparaîtra d'ailleurs qu'une seule fois. En particulier le nombre P'" qui est 
plus grand que tout autre diviseur commun de P' et P", est dit le plus grand 
commun diviseur de ces deux nombres. Tous les diviseurs communs de P et P" 
sont donc des diviseurs de P"' et inversement. 

Tout groupe Be est décomposable en un produit de groupes isoclones de 
rangs différents g — y j< _ y 

où T h désigne un groupe isoclone de rang&. Soit s fc(mi_m *+ l) l'ordre du groupe 

T k et m e+1 = 0, les nombres 

m x , m % , . . . . m 9 
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sont les nombres caractéristiques de H». Si 

est une autre décomposition de E, en groupes isoclones de rangs différents et 
g fc(m' s -m' s+1) p or( j re <j u groupe T k de rang Je de cette décomposition, on aura, pour 

toute valeur de Je, 

m k = mi 

et 0=0'. 

Inversement si T k désigne un diviseur isoclone de H« de rang Je et d'ordre 
s ft < m *- m *+i> on aura 

E,= nf t . 

Soit Dj. un diviseur quelconque de T h sans excluse le groupe-unité auquel le 
groupe T k peut être égal lui-même, on pourra poser 

D — IiD k 

et D sera un diviseur de E«- En donnant à D k toutes les valeurs possibles, on 
aura tous les diviseurs D de H« et chaque diviseur apparaîtra sous toutes ses 
formes, une fois sous chaque forme. Le nombre des diviseurs D admettant des 
nombres caractéristiques n k donnés d'avance, est une fonction des nombres s, m k 
et n k . 

Soient maintenant A et B deux sous-groupes de H» et m h et n k leurs nombres 
caractéristiques, on peut réunir dans une seule collection n° Je tous les diviseurs 
isoclones de rang Je communs à A et à B. Alors le produit d'un groupe de la 
collection n° 1, par un groupe de la collection n° 2 et ainsi de suite jusqu'à la 
dernière collection n° rç par exemple, donnera un diviseur commun de A et B et 
tous les diviseurs communs de A et B pourront s'obtenir de cette manière et de 
sorte que chaque diviseur apparaîtra sous toutes ses formes, une fois sous chaque 
forme. L'inconvénient de cette manière de procéder consiste en ce que le 
nombre des diviseurs communs D de A et B admettant des nombres caractér- 
istiques r k donnés d'avance, n'est pas une fonction des nombres s, m k , n k , r k seuls. 

Si, dans chaque collection, on prend un groupe de l'ordre maximum, on 
obtiendra un diviseur de A et B de l'ordre maximum — un diviseur suprême. 
Mais un tel diviseur n'est pas unique. Il est vrai encore que tout diviseur de 
A et B est un diviseur d'un diviseur suprême et inversement tout diviseur d'un 
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diviseur suprême est un diviseur commun de A et B. Mais un diviseur commun 
de A et B peut être diviseur de plusieurs diviseurs suprêmes en même temps. 

Nous avons introduit le plus grand commun sous-groupe G de A et B et il 
s'est trouvé que tout diviseur commun de A et B est un diviseur de G, mais 
l'inverse n'a pas lieu. Soient c k les nombres caractéristiques de G, il nous a 
fallu intercaler entre chaque couple de nombres c k et c k+1 quatre nombres 

lk+ï, k IKk + l Tk J,k,k + 1 

"'k + l.kt f*k > "ic.k + li "-k.k + 1 

satisfaisant aux conditions 

lk+hk i ik,k + l J,k,k+1 I lk 

n < h k + ï - k < h k ' k + 1 < J, k < 7>*. k + l<* 

Le nombre des diviseurs communs D de A et B admettant des nombres r k 
donnés d'avance, est une fonction des nombres s, c, h, r seuls. 

20. 

Soit A un sous-groupe quelconque de H«, A k le plus grand commun sous- 
groupe de A et H k et s a * l'ordre de A k . Désignons par 

®i, $2 ®e 

les sous-groupes caractéristiques et par 

CXj , OCg , • • • • (X$ 

les nombres caractéristiques de A. 

On aura, comme au §17, 

A x = <ï> x 

et 4> fc sera toujours un sous-groupe de A k . On aura donc 

Cela étant ainsi, posons 

T, = A, (gr.H.) 
et A=^A+i (gr.H,) 
on aura A = T 7 ^ T, 

où les 7 1 seront les tronçons (gr. He) de J. x . Le nombre des décompositions de A x 
en tronpons (gr. H e ) est égal à 

ns (a *~ a *+ i,< **+ i . ' 
fe=i 

Je dis maintenant que T k est premier à -fî* +1 . En effet, le plus grand commun 
sous-groupe de A et H k+1 étant égal à A k+1 , le plus grand commun sous-groupe 
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de A k = T k A k+1 et H k+1 sera aussi égal à A k+1 et par conséquent T h est premier 
à H k+1 . Désignons maintenant par ty k le plus petit commun surgroupe de H k+1 
et A k , *P 4 sera aussi un surgroupe de H k+1 et ^ et par suite de H k+1 T k . Or 
II k+1 T k étant un surgroupe tant de E k+l que de JL S , on aura 

% = E k+1 T k (gr. H,) 

c. à-d. que toute solution de l'égalité 

A k = A k+1 X (gr. A k ) 
satisfait à l'égalité % = E k+1 X (gr. %). 

Je désignerai maintenant sous le nom de tronçon n° h (gr. H») tout sous-groupe 
% k de .Sa premier à E k+1 . Si l'on prend un tronpon n° 1, un tronçon n° 2, . . . . 
un tronçon n° 6, on obtient un système de tronpons (gr. Es) 

Tous les tronpons d'un système peuvent être réunis en un produit 3^ , S 2 , . . . . % 
qui sera naturellement un sous-groupe de E« et inversement tout sous-groupe de H 9 
peut être décomposé en un produit de tronpons (gr. H») formant système. Soit 
maintenant G un multiple de A de sorte qu'on ait 

AB = G (gr. G) 

par exemple et soit G k le plus grand commun sous-groupe de G et E k . Il est 
clair que le plus grand commun sous-groupe de G k et A sera égal à A k . Désig- 
nons maintenant par Z k le plus petit commun surgroupe de G k+1 et A k , on aura 

encore G k+1 T k =Z k (gr.Z k ). 

Le groupe Z k sera d'ailleurs un sous-groupe de G k . Nous poserons 

ZlQ = -O.0 = ifl, 

ZJJ u =O h (gr. d7 t ) 
on aura C= T,CT,Ii_ 1 D l i_ 1 21Z7i- 

Je dis que £7^ est premier à ?*j.. En effet, si U k n'était pas premier à ty k , T k TJ k 
ne serait pas premier à E k+1 et ces deux derniers groupes auraient en commun 
un élément a différent de l'élément-unité. Or l'élément a fait partie de G et de 
H k+1 et par suite de G k+1 de sorte que G k et T k U k ne seraient pas premiers et 
G k+ iT k = Z k et U k non plus, contrairement à la supposition que JJ k est une solu- 
tion de l'égalité Z k X — G k (gr. G k ). 
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Je désignerai par Q k le plus petit commun surgroupe de ff k +i e t C*j on aura 

S k+1 V k = e k (gr.0 ft ). 

Si l'on désigne par V k un tronçon n° h (gr. H») du groupe G x . Le groupe T k U k 
étant aussi un tronçon n° h (gr. H«) du groupe G x , on aura 

H k+x T k U k = ® k (gr.0*) 
d'où W* = 0* (gr. 0,). 

Je pose maintenant 

B x = U e U e _ x .... U x ; 

î>n aura A X B X = (7 X (gr. (7) 

où 2?! admet une décomposition en tronçons (gr. H») tels que le tronçon n ô h vérifie 
la condition d'être premier non seulement à & k+1 , mais aussi à q> k = H k+x T k . Je 
dis que toute décomposition de B x en tronçons (gr. E«) 

B x = ÎJfl C7ê — i • • • • U x 

jouira de la même propriété. En effet, si U k ' qui est premier à UéUé_ x ... U k+X 
avait en commun avec f* un élément a différent de l'élément-unité, les groupes 
%. et B x auraient un commun sous-groupe G d'un ordre supérieur â celui du 
groupe UéUi^i . . . U k + X et par suite aussi à celui du groupe U t U e _ x . . . U k+X , 
ce qui est impossible. Si donc G est un multiple de A , on peut trouver un 
facteur complémentaire B x de A x par rapport à G x d'une nature telle que dans 
toute décomposition de B x en tronçons (gr. E«) 

B x =U e U e _ x .... U x , 

U k sera premier à f s et à plus forte raison à Z k de sorte qu'on aura 

Z k TJ k -G k (gr. t ). 

Un tel facteur complémentaire 2^ portera le nom de facteur complémentaire 
convenable de A x par rapport à G x . 

Le nombre des tronçons U k est donné par le nombre des solutions de l'égalité 

Z k X = G k (gr. G k ) 
qui est égal à s < 6 *- 6 *+iH «*+, + («*-»*+,) y 

où 6 fc = c k — a k . 

Le nombre de toutes les décompositions de tous les groupes B x est donc égal à 
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Quant au nombre des décompositions d'un groupe B x en tronçons (gr. H«) , il est 

égal à fc=« 

IIs'h'^-'hi), 

Le nombre des groupes B x est donc égal à 

Cela nous donne le nombre des solutions de l'égalité 

A X X X =G X (gr. G) 

où X x doit être un facteur complémentaire convenable de A x par rapport à G x . 
Le nombre des tronçons U k pouvant servir à former un facteur complémentaire 
convenable B x de A x non seulement par rapport à G x , mais aussi par rapport à 
tout multiple de A x admettant les mêmes nombres c , est égal à 



(h — b k + x )\ z=i s — 1 



l=b k — b k+ i J> k — i k+i J — 1 



divisé par 1 »-»»-» 

(*k— *fc+i)I i=i -s — 1 

En effet, les groupes C^ ne sont pas autre chose que des sous-groupes de H*. 
d'ordre s** -5 ** 1 et premier à *P fc . Réduction faite, on trouve l'expression 

s ( 5 *— **+iX m *+i+ «*—«*+ n _ _i 

Le nombre des groupes B x est donc égal à 

II s* 5 * - 5 *+0( m * + i + <l *-- o *+i) 
fc=i 

x n n 1 — s— j — m — - — - . 

Le nombre des groupes Ci admettant les mêmes nombres c est donc égal à 

IX s (5 * — 5 *+i)( m * + i — »* + i) 
fc = l 
fc = 9 ! = 6 4 — b k + 1 q m k — m k + 1 — a k + a k + ï — l+l i 

x n n 



fc=i i=i 



s i k — h + i — i + 1 1 



Soit C un multiple de J. admettant <?i pour sous-groupe principal de rang 1 ; 
désignons par TifT% Te 
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les groupes caractéristiques et par 

7i, n> Y» 

les nombres caractéristiques de G. On aura 

a*^n^c fc (£=1,2, $). 

Posons (3 k = <y k — a h (& = 1 , 2 , 0) 

les nombres /? seront les nombres caractéristiques de toute groupe B pour lequel 
ona AB=G (gr. G). 

Soit B x un facteur complémentaire convenable de A 1 par rapport à lt si l'on 
désigne par B, c le plus grand commun sous-groupe de B x et E k et par s** l'ordre 
de B k , on aura 

5»+i<6* (&=1,2 0), 

a-h + h — Ch (£=1,2, 0). 

Prenons maintenant une décomposition convenable (G x ) de C^ (par rapport à G) 
telle que tous les facteurs d'une décomposition convenable de A x (par rapport à 
A) y figurent explicitement et désignons par (Ci)' ce que devient (Ci) quand on 
y remplace chaque facteur de (AJ par un de ses émanants de l'ordre maximum 
(dans le groupe A) . Si dans ( Ci)' on remplace de toutes les manières possibles, 
chaque facteur d'ordre s (ne faisant pas partie de (-4_i)) par un de ses émanants 
(dans le groupe H«) d'un ordre égal à la portée du dit facteur dans le groupe G, 
on obtiendra tous les multiples G de A admettant les groupes caractéristiques T 
et ayant par conséquent le groupe G x pour sous-groupe principal de rang 1 . Un 
tel groupe G apparaîtra d'ailleurs autant de fois qu'il existe d'expressions ( Ci)" 
qu'on peut obtenir de l'expression (Ci)' en y remplaçant chaque facteur d'ordre 
s (ne faisant pas partie de (AJ) par un de ses émanants de l'ordre maximum 
dans le groupe G. Le nombre de tels groupes G que nous considérerons comme 
constituant une classe G, est donc égal à 

k = e (u — Jc — l ) 

n/i-^ + i) 2 («ta-yj j 

k = l ( " = 1 '' 

Les groupes I\, r„, . . . . F 

jouissent des propriétés suivantes. Le groupe F & est d'ordre -s 1 "*; il est surgroupe 
tant du groupe <£> fc que du groupe T fc+1 et sous-groupe de G k . Comme yi = c lt le 
groupe T x est d'ailleurs égal à G x . Inversement si l'on forme une suite de groupes 

V V V 

A l, J-2, • • • • i-9 
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tels que T[ soit d'ordre s Y * et qu'il soit surgroupe tant de <J> fc que de r£ +1 et sous- 
groupe de G k , il existera un multiple G' de A admettant les groupes V comme 
sous-groupes caractéristiques et ayant par conséquent les mêmes nombres carac- 
téristiques que G et le même sous-groupe principal de rang 1 G 1 . En effet, il 
suffit de décomposer le groupe T{ de manière que. la dite décomposition renferme 
explicitement une décomposition convenable de A 1 (par rapport à A) aussi bien 
que des décompositions des groupes 

1 2 1 L 3 ) • • • • L e • 

Si l'on remplace dans une telle décomposition (rQ de T{ tout groupe qui fait 
partie de A x par un de ses émanants de l'ordre maximum (dans le groupe A) et 
tout groupe qui fait partie de 1^ sans faire partie de $> k ni de T k+1 , par un de 
ses émanants de l'ordre s* (dans le groupe H«) , on obtiendra bien un groupe G 1 
ayant les propriétés requises. Les groupes 

Yi , r 2 , . . . . r fl 

nous donneront ainsi une classe G' de multiples de A admettant les nombres 
caractéristiques y et ayant G x pour sous-groupe principal de rang 1. La classe 
G 1 renferme naturellement le même nombre d'individus que la classe G . Le 
nombre des classes G, G', etc., est donc égal au nombre de systèmes de groupes 

Ii, Fg, .... IV 

Le nombre des groupes T e est égal au nombre des multiples de 3> e qui sont d'ordre 
s y e et qui sont en même temps sous-groupes de G e , Pour obtenir un tel mul- 
tiple F de <!><,, je multiplie <£„ par un sous-groupe 3^ de G 9 d'ordre s et premier 
à 4y II y aura, comme nous le savons, 



s— 1 



de tels groupes SE a . Multiplions <&e%i par un sous-groupe St 8 de G e d'ordre s et 

premier à «Ê^ . Il y en aura 

g c e — §"« + 1 

de tels groupes %. En continuant de la même manière, on finira par obtenir 
un tel T e sous la forme 

Le nombre des produits explicites 

35 2*^2 • • • • ^y e -a a 
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sera égal à 1 l=y o ~°» s c » — s a e + î_1 

si l'on ne considère pas comme distincts les produits qui ne diffèrent que par 
l'ordre de leurs facteurs. Le nombre des produits implicites 

%1%% . . . . %y e _« e 

différents s'obtiendra en divisant le nombre précédent 

! l= "*e- a o s c e __ s * e +i-l 



(y* — «s) ! i=i s — l 
par 1 



l= yo-*e„y a -* B _ J-l 



n 



(7«— «oj! i=i s— 1 
ce qui donne ^ _ afl /=^_ ~t s ° e -«e -'+i_i 

Le nombre des solutions d'une égalité telle que 

<D,X= r e (gr. r.) 
étant égal à a'efy-V 

le nombre des groupes r fl sera égal à 

î = l 8 y «~ a »~ l + 1 — 1 ' 

Si les groupes r„ r fl _!. . . . r fc+1 

sont déjà fixés, le nombre des groupes T k qu'on peut leur associer, est égal au 
nombre des sous-groupes de G k qui sont d'ordre s y * et qui sont multiples de I\ + 1 
et de <ï> fc , ou, ce qui revient au même, qui sont multiples de leur plus petit 
commun surgroupe que nous désignerons par A*. Le plus grand commun sous- 
groupe de <ï>j. et I\ +1 étant égal à <I> fc+1 , l'ordre du groupe A h sera égal à 

Le nombre des groupes F k est donc égal à 

! = M — f*+i — a * + a *+l o«* — V*+l— «4+ "s + l— ï+ 1 1 

rr _ 

Le nombre des systèmes de groupes 

ii> "si • • • • r fl 
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est donc égal à 

Le nombre des multiples G de A admettant les nombres caractéristiques y et 
ayant pour sous-groupe principal de rang 1 un groupe C x donné (admettant les 
nombres c) est donc égal à 

h = (« = fc — 1 

fc = l 

fc=0 l = P k — /3* + 1 g « t — 7* + i — a t +«t + i — *+ 1 J 

x 5i 5i ^-^+i- a *+°*+i- i + i — r 

Enfin le nombre des multiples (7 de J. admettant les nombres c et les nombres 
caractéristiques y est égal à 



fc=9 (« = fc — 1 



s:=i 

fc = fl l~t k — b i + 1 g m» — »* + i — « 4 + o* + i — 1 + 1 J 

fc = fl * = £* — fr + i s « 4 -y* + l-a* + «t + l-! + l J 

x »5i ,5l 8 »»-1'»+l—.+-»+i- , + 1 — 1 " 

Les nombres a peuvent être aussi définis comme étant les nombres caractér- 
istiques de tout diviseur de B 9 ayant Ai pour sous-groupe principal de rang 1 . 
Pour obtenir un tel diviseur de H», il suffit de décomposer A x de manière que 
des décompositions des groupes 

A% , A s , . . . . A 

figurent explicitement dans la décomposition de A ± et de remplacer dans cette 
décomposition de A x chaque facteur par un de ses émanants de l'ordre maximum 
dans le groupe H». De même les nombres c peuvent être définis comme étant 
les nombres caractéristiques de tout diviseur de E« ayant O x pour sous-groupe 
principal de rang 1. Soit @ un tel diviseur de H», si dans une décomposition de 
A x telle que nous l'avons définie plus haut, on remplace chaque facteur par un de 
ses émanants de l'ordre maximum dans le groupe 6 , on obtient un diviseur 21 de 6 
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qui sera aussi un diviseur de H». Les nombres c sont donc assujettis aux con- 
ditions 

(a k — Ofc+i) < (c 7c — c k+1 ) < (m k — m k+i ) {Je = 1 , 2 0) 

où a 9+1 = c 9+1 = m 9+1 = 0. 

Les nombres y sont assujettis aux conditions 

(a k — a k+1 )<(y k — y k+1 ) (k= 1,2,.... 0), 
y*<c k (fc=2,3, 0), 

n = c i- 

21. 

Au point où nous sommes parvenus, l'exposition du développement ultérieur 
de la théorie des groupes S», n'offre d'autres difficultés que celles d'élocution et 
de notation. Je ne m'y attarde donc pas, et je passe rapidement à l'exposition 
du théorème fondamental de Qauss qui nous permettra de ramener la théorie des 
groupes eulériens quelconques à celle des groupes E». 

22. 
Soit £1 un groupe eulérien quelconque d'ordre a et 

Si, s^, ....«„ 

les nombres premiers par rapport auxquels le groupe D. est d'un rang supérieur 
à zéro. Comme l'ordre du groupe H est fini, le nombre des nombres premiers s 
sera aussi fini. Nous désignerons, d'une manière générale, par k le rang du 
groupe £1 par rapport au nombre premier s k , par E<> 4 le groupe formé par l'en- 
semble des solutions de l'égalité 

X A _ 1 ( gr Q 
et par «£* son ordre. 

Le groupe H», ne contient que des éléments appartenant aux exposants 

1, s lt s\, si 1 

et le groupe H», que des éléments appartenant aux exposants 



1 , Sg , Sg , . . . . S. 



2 



ces deux groupes n'ont donc de commun que l'élément-unité et on pourra les 
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combiner de manière à obtenir un groupe H 9l H«, d'ordre s^sp. Ce dernier groupe 
ne contiendra que des éléments appartenant à des exposants de la forme 

## (* 1= =o, i, — l5 * s = o, i e t ) 

et n'aura donc de commun avec le groupe E« 8 que l'élément-unité. On peut donc 
combiner les groupes E^E», et S<> 3 de manière à obtenir un groupe Ee,E» E», d'ordre 
s Wl s%*S3 s . En continuant de la même manière on finira par obtenir un groupe 

*F — Hefie, .... da» 

d'ordre sf's™' . . . . s%*, lequel groupe sera évidemment un sous-groupe de H. Or 
soit a un élément quelconque du groupe II appartenant à un exposant 

u = pl'pl' . ... pi* 

où .Pi» Ps> ' ' • JPz son t des nombres premiers différents. Déterminons les nombres 

a i> «g, .... a, 
de manière qu'on ait* 

ttx = 1 (mod. jjJ 1 ) a x = (mod. -^- J , 
«2=1 (mod. pi') a 2 = (mod. -^-) , 



a e = 1 (mod. _pj*) a 4 = (mod. -^-^ 

et posons a"' = &! , 

a^ — b % , 



a** — b z . 
Un élément tel que b k appartiendra à l'exposant pp, car on aura 

&£Î»=a"»*ï*=l (gr. £l) 



tandis que bf" l = a"^ 1 " 1 

ne pourra être égal à l'unité, l'exposant a^pp' 1 n'étant pas divisible par u. 
Les nombres premiers 

Pu Pi Pz 

* Disquisitiones arithmeticae, art. 36 et 81. 
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font donc nécessairement partie de la suite 

Si, s a , . . . . s n 
et l'on aura, par exemple, 

Pi — *», Pz = ** P* = «» 

OÙ «i, l> 2 , «, 

sont des nombres de la suite 



1,2, n. 

1, 2, . . . . n 



Si a < n, désignons par 

les nombres de la suite 

qui manquent dans la suite 

V!, v t , . . . . v t 

pris dans un ordre quelconque et posons 

&»=1 (gr.fi) 

pour toute valeur de h satisfaisant â la condition 

z<C h<n 
on aura a = b^ . . . . b n (gr. £1) 

où les éléments b x , b z b n font partie respectivement des groupes 

Ue Vl , Be Vi , .... Ue Vn . 

L'élément a fait donc partie du groupe *P et par suite Q, est un sous-groupe de 
f . On aura donc Il = *P = E fll B* a B fc 

et a = sf'sf " . . . . *£» . 

C'est le théorème fondamental de Gauss* qui peut être énoncé de la manière sui- 
vante. 

Soit £i un groupe eulérien quelconque et 

son ordre, où s 1} s 2 , .... s n sont des nombres premiers différents, si l'on désigne, 
d'une manière générale par Ue k le groupe formé par l'ensemble des éléments du 

*Werke, Bd. II, p. 267. 
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groupe Xi qui appartiennent à des exposants égaux à des puissances de s k , y 
compris la puissance s e k , l'ordre du groupe Be sera égal à si" et l'on aura 

Xi = &e,&e« .... i=l _. 



En particulier, si l'on a 






a = s* 


on aura 


Xi = E, 



Tout groupe eulérien dont l'ordre est une puissance de nombre premier est dit 
uniprime. Ce sont donc les groupes uniprimes que nous avons étudiés sous le 
nom de groupes H« dans les paragraphes précédents. 

23. 

Nous avons vu que tout groupe monobase dont l'ordre est une puissance de 
nombre premier est simple. Je dis que tout groupe simple est monobase. En 
effet, l'ordre de tout groupe simple A est une puissance de nombre premier, car 
autrement le groupe A serait décomposable en un produit de plusieurs groupes 
uniprimes ayant pour ordres des nombres supérieurs à l'unité. Le groupe A est 
donc uniprime et par suite il est monobase ou égal à un produit de groupes 
monobases. La dernière supposition étant à excluse, il est clair que le groupe 
A sera monobase. Si donc on demande de décomposer un groupe Xi d'ordre^" 
en groupes simples, le problème est identique à la décomposition du groupe Xi en 
groupes monobases, Il n'en est pas de même quand l'ordre du groupe Xi est 
divisible par deux nombres premiers différents. Soit, en effet, 

o=2Ç'jpp pi" 

l'ordre du groupe Xi. On aura, comme nous l'avons vu, 

Xi = Ba H» . ... Ha 

où le groupe U« l est d'ordre pi', le groupe H«, d'ordre pi*, ... le groupe B e „ 
d'ordre pi". Cela étant ainsi, décomposons les groupes H en groupes simples et 
substituons ces décompositions dans l'expression 

Xi = H^Be, . • . . Be n 

nous obtiendrons une décomposition de Xi en groupes simples. Toutes les décom- 
positions de Xi en groupes simples peuvent d'ailleurs s'obtenir de cette manière. 
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En effet, si dans une telle décomposition on réunit en un seul tous les groupes 
dont les ordres sont des puissances d'un même nombre premier, on obtiendra une 
décomposition de il en groupes uniprimes dont les ordres seront premiers entre 
eux. Or une telle décomposition est complètement déterminée. Donc, etc. 
Une décomposition de il en groupes simples sera naturellement aussi une décom- 
position de il en groupes monobases. Soit maintenant A 1 un groupe simple 
faisant partie de la décomposition et ayant pour ordre une puissance de p x , p{ 1 
par exemple. Il est clair qu'il y aura au moins un groupe simple de cette 
espèce provenant de la décomposition de H»,. Il y aura de même dans la décom- 
position de Cl un groupe simple A% d'un ordre pp. Cela étant ainsi, soit 

A l A t = B (gr.il) 

je dis que le groupe B sera monobase. En effet, soit a x une racine primitive du 
groupe A x et de même a 2 une racine primitive du groupe A z , l'élément a x a % du 
groupe B appartiendra à l'exposant pl l p%* et sera par conséquent une racine 
primitive du groupe B. En effectuant la combinaison des groupes A x et A 2 on 
diminue d'une unité le nombre des groupes monobases de la décomposition de il. 
En général, on peut réunir en un seul groupe monobase, deux ou plusieurs groupes 
monobases dont les ordres sont premiers entre eux. Toutes les décompositions 
de il en groupes monobases peuvent d'ailleurs s'obtenir de la manière indiquée. 
En effet, si dans une décomposition de il en groupes monobases, on décompose 
tous les groupes monobases en groupes uniprimes d'ordres premiers entre eux, 
on aura une décomposition de il en groupes simples. Désignons maintenant par 

Ei = A[A>> .... A^\ 
B S = A^'....A^\ 



w = A' A" A { o 



les décompositions des groupes H en groupes simples. On peut d'ailleurs sup- 
poser que les groupes S sont rangés dans un ordre tel que 

Il est clair que le nombre de groupes monobases d'une décomposition de il en 

groupes monobases 

il = M X M % . . . . M w 
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est au moins égal à Ux, car si l'on décompose tout groupe M k de cette décomposi- 
tion en groupes uniprimes et que l'on désigne par G k le groupe uniprime dont les 
éléments font partie de Hi , on aura 

£ii = ki.0 2 • • • • O w 
d'où w>u t . 

On peut cependant décomposer le groupe Cl en u x groupes monobases 

Cl = B 1 B % .... B Ui . 

En effet, pour cela il suffit de poser 

T> — AI AI AI 

■D\ -fl-i -O-s • • • • • a » > 

B % = A x A % . . . . A n , 



B^ — A^A^ A& 

où il faut supprimer des expressions telles que A^ où h^>u h . Le nombre de 
groupes monobases en lesquels il est possible de décomposer le groupe D. varie 
donc de u x à u x + u z + • • • • u n> car en partant d'une décomposition de Cl en 
groupes simples — laquelle décomposition contiendra u x + « 8 + . . . . u n groupes 
monobases — on peut arriver à la décomposition de Cl en u x groupes monobases par 
l'application successive du procédé consistant à réunir deux groupes monobases 
en un seul. Un groupe tel que XI qu'il est possible de décomposer en u^ groupes 
monobases et qu'il n'est pas possible de décomposer en un nombre moindre de 
groupes monobases, est dit h, u x bases. D'une manière générale, tout groupe Cl 
pour lequel w x > 1 est dit polybase. La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un groupe Cl d'ordre 

to—PîT? Pi" 

où Pi, Pi, Pn 

sont des nombres premiers différents, soit monobase est que ses groupes uniprimes 

« w w 

&11 &» *=>» 

d'ordres pi 1 , pi", . . . .pl« 

soient tous monobases. Cette condition peut être remplacer par celle-ci. Pour 
36 
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que le groupe £1 soit monobase, il faut et il suffit que l'égalité 

x p "= 1 (gr. il) 

ait j>fc racines et pas plus quelle que soit la valeur de h depuis 1 jusqu'à n. 

Parmi les manières de décomposer £l en groupes monobases, et y en a une 
de particulièrement remarquable, car c'est la plus facile à obtenir théoriquement, 
si l'on veut faire abstraction du théorème fondamental de Gauss. En supposant, 
comme précédemment 

Ui > u 2 > . . . . > u„ 

et de plus que les ordres des groupes Ai, Ai', .... A^> n'aillent pas en diminu- 
ant, on posera 

T> AI AI AI 

-D x •O-l^z • • . • A» 

j> — A" A" A" 



B Ui = Ap>AF> A%* 

et Sl—B^ B Ut . 

On voit que l'ordre du groupe B t est divisible par celui de B % , celui de B % par 
celui de B 3 et ainsi de suite. C'est la décomposition de M. Schering et de M. 
Kronecker. 

En disant qu'un groupe £1 est à v^ bases, on est loin d'en caractériser com- 
plètement la nature, mais cette dénomination se justifie par le rôle que joue le 
nombre « x dans les applications. 

Soit donc, comme dans ce qui précède, 

P- = BxB z . . . . B Uj 
désignons par b lf 6 2 , . . . . b Ui 

des racines primitives des groupes 

et par h l , h 2 , . . , . h^ 

leurs ordres, l'expression 

b\>bl* 6J-, 
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où v 1 varie de à \ — 1 , 

v 2 " " Oà^-1, 



" " à h Ui -l 



représentera tous les éléments du groupe il et chacun une seule fois. 
Je dis maintenant que si une expression telle que 

est susceptible de représenter tous les éléments du groupe il, on a 

m >tt>i. 

En effet, tous les éléments du groupe H 8l sont susceptibles d'être représentés par 
l'expression <%<% a ^ 

Or si l'on pose a k = c ktl , c k , % , . . . . c h> n 

où c k> i est un élément du groupe B», , 

s, n V t ffii v m 

c l VI, 2°2, l • • • ' °m, l 

représentera un élément du groupe B« • Tout élément a du groupe B«, étant 
susceptible d'être représenté par l'expression 



^nï* 



1 ^2 • • ' * wt 

apparaîtra ainsi sous la forme 

où Cj est un élément du groupe H», . On aura donc dans ce cas 

et l'expression al'al* . . . . a^r 

se réduira à celle-ci c£ a , c^ 1( . . . . c^ 

qui sera ainsi susceptible de représenter tous les éléments du groupe H»,. D'où 

m^Ux. c. Q. p. d. 
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24. 

Je ne m'arrêterai pas à la déduction des théorèmes de Fermât, Wilson et 
d'autres propositions sur les groupes eulériens qu'on trouve dans les éléments 
d'arithmétique. Comme d'ailleurs le théorème fondamental de Gauss ramène la 
théorie des groupes eulériens quelconques à celle des groupes uniprimes, il est 
inutile de nous y attarder, et je passe donc rapidement aux applications spéciales 
que j'ai en vue. 

25. 

Si, en exécutant une opération univoque $ sur deux suites de nombres 

a , b, .... h 

tn, n, . . . . z 

on obtient le même résultat, on peut écrire soit 

$(a, b A) = 4> (m, n z) 

soit a, b, .... h = m, n z (q>) 

où la lettre $> entre parenthèses veut dire, que de chaque côté il faut exécuter 
l'opération q>. Dans ce second cas, il est d'usage d'écrire 

a, b, . . . . h~ m, n, . . . . z ($) 

et de dire qu'on a remplacé une égalité par une équivalence. Désignons, par 
exemple, par 4>(a, b) le quotient de 2 a Z b par la plus haute puissance de b qui le 
divise, il est facile de prouver que l'équivalence 

a, b ~ m, n (4>) 

entraîne l'égalité a — b = m — n 

et inversement.* De même, si l'on désigne par <p g (a), l'opération qui consiste 
à obtenir le reste de division du nombre a par un nombre constant q, on peut 

écrire a ~ b (q> q ) 

si en divisant tant a que b par q, on obtient le même reste. Gauss écritf 

a = b (mod. q) 

*Cf. M. Kronecker : TJëber den Zahlbegriff (Philosophische Aufsâtze an Zeller. Leipzig, 1887, p. 272). 
t Disquisitiones arithmeticae, art. 2. 
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et il dit 'qu'on a une congruence* Les nombres a et b sont dits congrus l'un â 
l'autre ou entre eux suivant le module q. Les nombres a et b peuvent d'ailleurs 
être donnés implicitement, dans ce cas une congruence telle que 

a = b (mod. q) 

veut dire qu'après avoir exécuté toutes les opérations qu'il faut pour obtenir a et b, 
les résultats seront congrus entre eux suivant le module q . 

En partant de la définition de la congruence, on établit sans peine les opéra- 
tions qu'on peut exécuter sur des congruences. D'abord, la congruence 



entraîne celle-ci 


a = b (mod. q) 
b = a (mod. q) 


et les deux congruences a = c (mod. q), 

b = c (mod. q) 


entraînent celle-ci 


a = b (mod. q). 


Si 


A = a (mod. q), B = b (mod. q), etc. 


on aura 


A + B -f .. . . = « + & + .... (mod. q) 


Si 


A = a (mod. q), B = b (mod. q) 


on aura 


A — B = a — b (mod. q) . 


Si 


A = a (mod. q), B = b (mod. q) 


on aura AB = àb (mod. q) 
et de même, si l'on a 



A = a (mod. q), B = b (mod. q), G = o (mod. q), etc. 

on aura ABG . . . . = abc .... (mod. q) . 

Enfin, si A = a (mod. q) 

et h est un entier positif, on aura 

A* = a* (mod. q) . 

Il résulte de là que si dans un polynôme tel que 

Ax a + Bx*+ Cx° + 

on substitue à la place de x des nombres congrus entre eux, les résultats seront 
congrus entre eux.f Les nombres qui figurent dans les congruences peuvent 



* C'est avec raison qu'un certain Professeur Hipp de Hambourg traduisait le mot congruentia par 
GleichresUgkeit (Lettre de Schumacher à Gauss du 30 décembre 1809). 
f Disquisitiones arithmeticae, art. 6, 7, 8, 9. 
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d'ailleurs être positifs, égaux à zéro ou négatifs saut les exposans qui doivent 
toujours être positifs. 

26. 

Soit u un nombre entier positif quelconque, désignons par U l'ensemble de 
tous les nombres entiers positifs premiers à m et non supérieurs à u et par 4 (u) 
leur nombre. Soient a et b deux nombres de l'ensemble U, le produit ab sera 
premier à m et par suite si l'on divise ab par u on obtient un reste c faisant partie 
de l'ensemble U. On peut écrire, en se servant de la notation de Grauss 

aè =5 e (mod. u) . 

Nous considérerons tous les nombres de l'ensemble U comme des éléments d'un 
groupe Cet nous dirons qu'en composant a et b on obtient c, ce qui peut s'écrire 

a6 = e (gr. U). 

L'expression ab ne veut plus dire ici qu'il faut multiplier a par b, mais qu'il faut 
composer a et b. En vertu des propriétés de la multiplication et des congru- 
ences, le groupe U sera un groupe eulérien d'ordre ^ (») • Soit t un nombre 
premier impair quelconque, il est clair que l'étude de l'égalité 

af = 1 (gr. U) 

peut être remplacée par celle de la congruence 

x* = 1 (mod. u) 

où, selon Gauss, on ne considère que comme une seule et unique solution tous 
les nombres satisfaisant à la congruence qui ne diffèrent que par des multiples 
de u. En effet, parmi tous ces nombres il ne doit y avoir qu'un et un seul qui 
sera non supérieur à u* lequel nombre sera aussi premier à m, en vertu de la 
congruence x t= 1 ( mo d. «) . 

Le nombre 1 joue d'ailleurs le rôle d'élément-unité dans le groupe U. Con- 
sidérons donc la congruence 

x* = 1 (mod. u) 

qu'on peut aussi mettre sous la forme 

x t —l — (x — l)X(x) = l (mod. m). 

* Disquisitiones arithmeticae, art. 26 et 4. 
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Si t ne divise pas -^{u), le groupe H» formé par l'ensemble de tous les éléments 
du groupe ZJqui appartiennent à des exposants égaux à des puissances de t, se 
réduit au groupe-unité et la seule et unique solution de l'égalité 

œ'=l (gr. U) 

sera % = 1 . 

Il s'ensuit que la seule et unique solution de la congruence 

x 1 = 1 (mod. u) 
sera x = 1 (mod. u) . 

Mais quand t divise 4 , ( w )> l'ordre du groupe U» sera la plus haute puissance 
de t — désignons-la par f — qui divise 4> ( u ) ■ Le groupe U renfermera alors des 
éléments appartenant à des puissances de t autres que l'unité et en particulier à 
la puissance t. On pourra d'ailleurs remplacer l'égalité 

x 1 = 1 (gr. U) 

par l'égalité x* = 1 (gr. S,) 

où 6 désigne naturellement le rang du groupe £7" par rapport au nombre premier t. 
Soit donc a une solution de l'égalité 

x* = 1 (gr. H.) 

différente de l'élément-unité, on aura 

a<— 1 = (a— l)X(a) = (mod. u). 

Le nombre a — 1 ne pouvant pas être divisible par u, il y a deux cas à considérer: 

1°. X{a) est divisible par u. 

2°. X{a) n'est pas divisible par u, mais a — 1 et X{a) sont respectivement 
divisibles par deux diviseurs complémentaires h et h de u. 

Arrêtons-nous au premier cas. On aura alors 

X(a) = (mod. u). 
Je pose maintenant 

(x — a)(x — a 2 ) (x — a <_1 ) = x l ~ x — f x x 1 — % + . . . . — /<_ 2 +/t-i 

et je cherche à évaluer les coefficients (mod. u) . On aura d'abord 

f x = a + a 2 + a'- 1 = X(a) — 1 = — 1 (mod. m). 
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Cherchons le nombre des solutions de la congruence 

«à + a?2 + x n = h (mod. t) 

où h désigne un nombre donné pris dans la suite 

0, 1, 2, t— 1 

et Xi, Xg, . . . . x n 

sont des nombres cherchés qui doivent être différents entre eux et faire partie 
de la suite 0,1,2, t—1. 

Quant au nombre n, il est supposé satisfaisant aux conditions 

0<n<t — l. 

Deux solutions Xi, x 2 , . . . . x n et xi, x^, . . . . x' n ne sont d'ailleurs considérées 
comme distinctes que dans le cas où une des solutions ne peut être obtenue par 
la permutation des nombres de l'autre. Soit h un nombre de la suite 

0, 1, 2, t—1 

différent de h, je considère de même une autre congruence 

2/i + Vi + Vn = & (mod. t) 

analogue à la précédente. Je dis qu'à chaque solution de la congruence 

Xx -\- x z ■+-.... x n = h (mod. t) 

on peut faire correspondre une solution bien déterminée de la congruence 

Vx + V% + Vn = ^ (mod. t) 

et inversement. En effet, posons 

rihx = h (mod. t) , 
nhi = Je (mod. t) 

où hx et \ sont des nombres de la suite 

0, 1, 2, t — 1. 

Nous savons par la théorie des groupes eulériens complétée par la considération 



